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5.2. Tek Degiskenli Siirekli Dagilimlar

5.2.1. Siirekli Diizgiin Dagilm

Olasilik yogunluk fonksiyonu a,beR ve a<b olmak iizere,

1
f(x)=<b-a
0 , d.y.

, a<Xx<b

seklinde olan bir X rasgele degiskenine (a, b) araliginda siirekli diizgiin dagilima sahiptir denir
ve X ~U(a,b) ile gosterilir. Siirekli diizgiin dagilim yerine genellikle sadece diizgiin dagilim

ifadesi kullanilir.

Ax) 0

'x 'x
0 a b 0 a b
Sekil 5.2.1 Diizgiin dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu

Olasilik yogunluk fonksiyonu ile dagilim fonksiyonunun grafikleri Sekil (5.2.1) de verildigi

gibi olup dagilimin ilk iki momenti ile varyansi

b b b 2 K2
1 a+b 2 1 2 a“+b“+ab
E(X)=|xf(X)dx=——|xdx=——, EX)=—|x" dX=———
(X) =[x fyax=——] . (X =] 5
a a a
)2
Var(x) = E(x?) - (E(x))? = E22-
olup dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu ve karekteristik fonksiyonu
ebt et eibt _ eiat
My ()= ——, t)=——"—
x () b_a)t #x (1) b a)it

seklinde hesaplanmigtir. Dikkat edilirse bu fonksiyonlar t=0 noktasinda tanimli degildir.

Dagilimin K. nci momenti ise

1 bk+1 _ ak+1

E(XK):b—a K+1




olarak hesaplanmuistir.

Ayrica, a<¢ <Cy <b olmak iizere P(c; <X <¢C,)
olasiligi,

Gy Co —
dx=2"9

G
P(Cl<X<CZ)=jf(X)dX=jb_a T
G

G

dur.
Eger X rasgele degiskeninin dagilimi X ~U(0,0) ise dagilimin biitiin momentleri ve

varyansi

k
E(Xk)=k9—+1 and u=E(X)=0/2 and Var(X) =62 /12

olup merkezi momentler

0 , ktektamsay:
E((X = )¢) = k
(« A7) —k9 , kcifttamsay:
2°(k +1)
veya
0 , k=2j+1 j=123,...
E(X-@)f)=1 o o
— , k=2j,j=123,..
2X(k +12)

seklindedir. Gergekten integralde y=x—6/2 denirse, dy=dx olur ve smirlar x=0 ig¢in

y=—0/2 ve x=80 i¢in y=61/2 olur. Buradan,

012
0 012 k+1
E(X — i) =E(X 012 =2 [(x-0/2dx=2 | ykay=27Y
05, 0 _p1 6 k+1 y——012
I P (ﬁjk”_(_ejk” L L1 g
0k +1) y=—012 O(k+1)|\ 2 2 O (k +1) pk+1
elde edilir. Eger k tek tamsay1 ise k +1 ¢ift olacagindan (_9)k+1 = 6*** olur ve buradan

1 1 k+1 k+1 1 1 K+l  ok+1
E(X — )k = = o1 _(—p - okl _gk+l -0
X =0 =G 2k+1[ 0] ok +1) 2k+1[ J

elde edilir. Bununla birlikte, k ¢ift bir tamsay1 ise k +1 tek olup (=0)¥** = —6**! dir. Dolayist

ile,



1 1 [ ,a kil 11 [ ke 6
EX—p)f=——— | (o) = ———— | ook =
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bulunur.
5.2.2. Gamma Dagilimi
Bu dagilimin 6zelliklerine gegmeden Gamma dagilimu ile ilgili,
o
M(a) p* = [x* e Pdx, T(n+1)=n!, T(@+)=aT(a), 0'=1

0

esitliklerini hatirlayalim. Buradan,

Xa—le—x/,b’
_ x>0
f(X) =1 I'(a) p*
0 , d.y.

seklinde tanimlanan f fonksiyonunun tanim kiimesi iizerinden integrali

Tf(x)dx:l
0

oldugundan f(x) fonksiyonu bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. X rasgele degiskeni boyle bir
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise X Gamma dagilimina sahiptir denir ve X ~ Gamma(a, £3)

ile gosterilir. X ~Gamma(e, f) ise ne N igin

© yNya-l—xIp ©  n+a-1,-Xx/fB n
E(Xn)z .[ an(X)dX:'[X X ea dx = 1 p X ea dX:r(a+n)ﬂ
XeDy o Ha)p M)y T(@)p ['(a)

olup dagilimin biitiin momentleri E(X™)=T(a+n) 8" /T (a) esitliginden elde edilir. Buradan

dagilimn ilk iki momenti ve varyansi,

E(X)= INa+l)p _ al(a) p _
I'(x) I'(x)

af

[(a+2) % _(a+)(@)B* _ala+(a)B*

_ 2
() () fa) AerDs

E(X?)=

2 2
Var(X) = E(X?) —(E(X))* =a(a+1) % —(a B)’ = a
dir. X ~Gamma(e, ) ise daghmm moment ¢ikaran fonksiyonu da Gamma fonksiyonunun

ozelliklerinden t <1/ £ igin



My () =E@E*)= | e F (x) dx = — = [ et*x@ L/ A gy

xeDy T(a) % o
_ 1 Txa—le—x(l—tﬂ)/ﬂdxz T(a)(B1(1-tB3)) =[ 1 Ja
I'(a) % o I'(a)p” 1-tp

seklinde bulunmustur. a,beR ve a<b olmak iizere P({w:a< X(w)<b}) veya kisaca

b
P(a< X <b) olasihig I f (x)dx integrali ile hesaplanir. Ornegin, X ~Gamma(3,2) icin
a

P(2< X <4)=0.243 olarak hesaplanmistir. Bu olasilik asagida (Sekil (5.2.2)) gosterilen taral

alandir.

Olasilik ve istatistikte ¢ok karsilagilan dagilimlarin bazilar1 (Ustel ve Ki-kare gibi) Gamma

dagilimiin 6zel halidir. $imdi, bu 6zel durumlar inceleyelim.

fx) f(x)

P(2<X<4)=0.243

X
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Sekil 5.2.2 o =3, =2 i¢cin Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

2a Ustel Dagihm
X ~Gamma(a, ) olsun. @ =1 igin X in olasilik yogunluk fonksiyonu,
= WP eXB | x>0
0 , d.y.
seklinde olup X rasgele degiskeni iistel dagilima sahiptir ve X ~Ustel(/) ile gosterilir. Dagilimin

momentleri ve varyans1 Gamma dagiliminin momentlerinde o =1 yazilarak bulunur. Yani,
_ 2\_op2 _n2
E(X)=8, E(X9)=24° ve Var(X)=apf

dir. X ~Gamma(e, ) dagilimmin biitin momentlerinin E(X k) =0 kF(a +k)/T'(ex) seklinde

oldugundan a =1 igin I'(K+1)=k! olup tstel dagilimm biitiin momentleri E(Xk) =k! ﬂk
seklindedir. Dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu da Gamma dagiliminin moment ¢ikaran
fonksiyonunda o =1 yazilarak bulunur. Yani, X ~Ustel() dagilimimin moment ¢ikaran
fonksiyonu t <1/ 3 i¢in My (t) =1/ (L—tf3) dir. Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ile

dagilim fonksiyonunun grafikleri =5 i¢in Sekil (5.2.3) de verildigi gibidir.



F(x)
1
0.15
0.05

10 14 16 18 20

Sekzl 5. 2 3 ﬁ 5 zgm ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu

Bir X rasgele degiskeninin ortancasi (medyan1) P(X >m)>1/2 ve P(X <m)>1/2
kosullarini saglayan bir m sayisidir. Bu olasiliklar

P(X>m)=e™# ve P(X <m)=1-¢ M7
olup dagiimin medyam e IB 1M/ esitliginden m=—, In(1/2) = FIn(2) olarak elde

edilir. Yani, Ustel dagilimin medyam1 m= 3 In(2) dir.

2b Ki-Kare Dagilim

X ~Gamma(e, £) olsun. o = p/2 ve [ =2 igin olasilik yogunluk fonksiyonu,

K (P12)-Lg=x/2
L x>0

f(X)=11(p/2)2P?
0 , d.y.

olur. Olasilik yogunluk fonksiyonu bu sekilde olan X rasgele degiskenine serbestlik derecesi p olan

Ki-kare dagilimina sahiptir denir ve X ~ Z% ile gosterilir. Dagilimin momentleri Gamma dagilimmin

momentlerinde = p/2 ve [ =2 yazlarak bulunur. Yani,
E(X)=aB=(p/2)2=pveVar(X)=a B?=(p/2) 22=2p

dir. Ki-kare dagiliminin beklenen degeri serbestlik derecesine, varyansi da serbestlik derecesinin iki

katina esittir. Bu dagilim, ileride gorecegimiz normal dagilan bir rasgele degiskenin fonksiyonu

(karesi) olarak da karsimiza ¢ikmaktadir ve istatistikte ¢ok kullanilan dagilimlardan biridir.Dagilimin

biitin momentleri Gamma dagilhminin 6zelliklerinden elde edilir. Kisaca X rasgele degiskeni

X ~ ;(% dagilimh bir rasgele degisken ise, X in biitiin momentleri

-1
ExX)=|T[ 2| [r[Rik]|2
2 2
seklinde hesaplanir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi p =6 i¢in asagidadir. Ayrica,

X ~ ;(g olmak tizere P(10 < X <14) olasilig1 Sekil (5.2.4) de belirtilen tarali alandir.
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Sekil 5.2.4 p=6 igin ki-kare dagiliminmin olasilik yogunluk fonksiyonu

X ~ y2 olmak iizere P(10< X <14) olasihg, T'(6/2)2%% =16 olup

14 14
P(LO< X <14) = [ f(x)dx = [ %xze_’(/ 2x = 0.0950158556 = 0.095
10 10

olarak hesaplanmistir. Bu dagilim istatistikte ¢ok kullanilan dagilimlardan biri oldugu i¢in degisik

serbestlik dereceleri icin olasiliklar hesaplanmis ve tablolastirilmistir. Bu tablolar hemen hemen

birgok istatistik kitabinda bulunmaktadir. Ornegin, X ~ 7562 dagilimi igin  P(10.64 < X <14.45)

olasilig1 (Maple VIII)
14.45 14.45 1 /
P(10.64 < X <14.45) = _[ f(X)dx = I — x%eX2dx = 0.07516647661 = 0.075
10.64 10.64 16

olarak hesaplanmistir. Tablo degerleri (ki-kare dagilim tablolar1) kullanilarak ayn1 olasilik,
P(10.64 < X <14.45) = Fy (14.45) — Fy (10.64) = 0.975-0.900 = 0.075

olarak bulunmustur.

2¢ Weibull Dagilimi

X ~Ustel(B) olsun. ¥ >0 i¢in Y = X” doniisiimiiniin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 —v7/
0 , duy.
dir. Olasilik yogunluk fonksiyonu bu sekilde olan Y rasgele degiskenine Weibull dagilimina

sahiptir denir. Dagilimin biitiin momentleri X = y” déniisiimii ile kolayca elde edilir. Gergekten,

x=y" ise dx = 7y7_1dy olup y= x'” dir. Buradan da,

© 1 ® 1 1 ® 7 _
EY)= [ Y fdy== [ y*py e Y Pay== | yke VB yyray
y=0 ﬂy:o y=0
:l oj? Xk/7e_ X/:de :lﬂ(kly)"'lr‘[E +1j:ﬂ(k/7/)r(h _|_1j
£ o B Y y
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dir. Burada 6 =1/ y denirse dagilimin biitiin momentleri

E(Y¥) = g*or (ks +1)

seklinde hesaplanmis olur. Buradan, dagilimn ilk iki momenti

Es(Y)=4°T(5+1) ve E5(Y?2)= %I (25 +1)

seklinde yazilir. Buradan, da dagilimin varyans: Varg(Y) = ﬂ25[r(25 +)—(T(o +1))2] olur. &

nin bazi degerleri i¢in dagilimin ilk dért momeni ile varyansi hesaplanarak asagida tablo halinde

verilmistir.
5=1/2 5=1 5=312 5=2
E(Y) (JBr)12 B CIANCY L 23
E(Y?) B 23° 6,3° 24 8%
E(Y®) @10z p°? 68° | (94513207 B2 | 7204°
E(Y% 232 248 72038 40320 88
Var(Y) BL-r14) 52 (6-97/16) B° 20 g

Weibull dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi de y =2 ve =4 igin Sekil
(5.2.5) de verilmistir.

y =2, =4 i¢in dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,
0.5 ye_yzl 4 y>0
fy)=." ’
0 , d.y.
seklinde olup P(3<Y <4) olasilig,

4 4
P@B<Y <4)=[ f(x)dx=[0.5ye ™Y /4dy = 0.08708358567 = 0.087
3 3

olarak hesaplanmistir. Bu olasilik da, Sekil (5.2.5) de gosterilen tarali alandir.
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Sekil 5.2.5 y =2, P =4 i¢cin Weibull dagilinunin olasiltk yogunluk fonksiyonu



5.2.3. Beta Dagilinm

Matematikte Beta fonksiyonu,

1
Beta(a, ) = .[ X1 (1—x)PLdx
0
olarak tanimlanir ve Beta ve Gamma fonksiyonlari arasinda
Beta(ar, ) = T(@rs)
I'a+pB)
seklinde bir iligki vardir. Buradan,

['(a+p) x* L1 x)A1
f () =1 T(@)(p)
0 , d.y.

, O<xx1

seklinde tanimlanan fonksiyonun tanim bdolgesi tlizerinden integrali 1 dir. Yani, bu fonksiyon bir
olasilik yogunluk fonksiyonudur. Boyle bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip X rasgele
degiskenine Beta dagilimina sahiptir denir ve X ~ Beta(a, £) ile gosterilir. Biitiin n e N i¢in

1 1
E(X") =[x f (x)dx = ‘”ﬂ j XL — )P Ldx
0 O
B F(a+,8) (a+n) ( ) (a+n) F(a+,3)
" T(a)T(B) T(a+n+p) T(a+n+p) I(a)
oldugundan dagilimin momentleri

['(a+n) T(a+p)
['(a+n+p) TI'(a)

E(X") =

formiilii ile hesaplanir. Bu formiilden dagilimin ilk iki momenti,

_ T(a+l) T(@+p)_ al(a) T(a+f)_ «
E(X)_F(a+1+,8) Ie) (a+B)T(a+B) T(a) (a+p)
E(X?)= F(a+2) T(a+p)_ a(a+1)

I[(a+2+p) T'(a) - (a+pB)(a+pB+1)

olup dagilimin varyansi da,

Var(X)= ap
(a+B)%(a+p+1)

dir. X ~Beta(e, ) dagilmi a=f=1 i¢cin X ~U(0,1) dir. Yani diizgin dagilim, Beta
dagihminin 6zel halidir. X ~ Beta(2,2) dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
asagida Sekil (5.2.6) da vwerilmistir.
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Sekil 5.2.6 Beta(2,2) dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu

X ~ Beta(2,2) ise olasilik yogunluk fonksiyonu,

6x(1-x) , O0<x<1
£(x) = 1-x) <X<
0 , d.y.
seklinde olup P(0< X <0.5) olasiligi
0.5 3 9 05
P(0< X <0.5)= [ 6x(1—x)dx = (2x>-3x“) . =05
0 =

olarak hesaplanmustir.

Ornek 5.2.1 Yukarida, Beta(ar, B) fonksiyonu ile Gamma(a, ) fonksiyonu arasindaki iliski

verildi. Beta ve Gamma dagilimlari arasinda da benzer bir iliski beklenebilir. X ve Y bagimsiz

X ~Gamma(n,8), Y ~Gamma(m,8) olsun. U=X/(X+Y) doniigimiiniin dagilim

U ~ Beta(n,m) dir. Simdi bunu gosterelim.

X ve Y bagimsiz oldugundan ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x,y)= L X" LyMLe=Cev)0 v 50,y >0

 T(nr(m)e™"

seklinde yazilir. V = X +Y yardimer dontistimii ile ters dontigiimler X =UV ve Y =V (1-U)

olur. Ayrica, Oy =(0,1) ve Dy, =R™ oldugu agiktir. Jacobien matrisi ve determinanti,

ox ox
0 0

J= ! oY =det(J)=v
oy oy| v 1-u
ou ov

olup U ile V nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, ,v>0, 0 <u <1 i¢in

v (uv)n—l Vm—l(l_u)m—le—vlﬁ B un—1(1_u)m—lvn+m—1e—v/9

r(nr(mye™m - r(n)r(m)e™m

fuy Uv) =



olarak elde edilir. Buradan U nun marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu, ortak olasilik yogunluk

fonksiyonunun Dy, iizerinden integrali ile bulunur. Gamma fonksiyonunun &zelliginden

faydalanilarak U nun olasilik yogunluk fonksiyonu 0 < U <1 i¢in,

b Un_l(l—u)m_l b n+m-1_-v/6
fy (u) = j v (u,v)dv = — jv e Oy
V=0 rmrmeo™™" 2,

n-1 m-1 Hn+m
_u Q-u) 1o I'(n+m) _ '(n+m) u”‘l(l—u)m‘l
r(n)I'(m)o™ ™ (n)I(m)

olarak bulunmustur. Bu fonksiyon da U ~ Beta(n,m) dagilimimnin olasilik yogunluk fonksiyonudur

®

5.2.4. Cauchy Dagilim
X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

211
7T1+(x—49)2 ’

seklinde ise, X Cauchy dagilimina sahiptir denir ve X ~ Cauchy(8) ile gosterilir. Bu fonksiyon,

f(x) xeR

K L1 1 1|z

I f(x)dx = P m— dx = —(arctan(oo) —arctan(—oo)) = —{— —(——ﬂ =1

— LT L+ (x-0) 4 | 2 2
oldugundan bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. Cauchy dagiliminin en belirgin 6zelligi hi¢bir
momentinin olmamasidir. Dagilim € ya gore simetrik olup € =3 i¢in olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi asagida Sekil (5.2.7) de verilmistir.

03}/ 034/™
025 0.25
02 02
0.15 0.15
0.1 0.1
3 0 3 ) 3 5~ 3 0

Sekil 5.2.7 6 =3 i¢in Cauchy dagilimnin olasilik yogunluk fonksiyonu

X rasgele degiskeni Cauchy dagilimima sahip olsun. P(4 < X <6) olasihigi,

10



6 18 1
P(4<X <6)=[f(x)dx==[———7dx
4 7 41+(x-3)

1 6
;arctan(x -3)|,_4

= 1(arctan(3) —arctan(l)) = 1(2—7[ —Zj 3. 0.15
T T

olarak hesaplanmistir. Bu olasilik Sekil (5.2.7) de belirtilen tarali bolgenin alanidir. Benzer seklde,

6
P(3<X<4)=£j 1

1 4
—————dx==—arctan(x-3)|__
Tale(x=3)° 7 hes

1 1(x 1
=—(arctan(l) —arctan(0))=—| —-0 |===0.25
n( @ ()) 7[(4 ) 4

dir.
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