HAFTA 3

TAHMIN PROBLEMINE GIRIS

Buraya kadar, rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlart ile olasilik fonksiyonlariin yaninda
bazi moment Ozellikleri ele alindi. Rasgele degiskenlerin doniigiimleri, bu doéniisiimlerin
momentlerine iligkin bazi esitsizlikler ve uygulamada ¢ok karsilasilan bazi 6zel dagilimlar

incelendi.

Hemen hemen biitiin bilim dallarinda oldugu gibi, istatistigin de esas amaglardan biri {izerinde
caligilan kitle hakkinda bilgi sahibi olmaktir. Baska bir ifade ile kitlenin bilinmeyenleri
(parametreler) hakkinda bilgi sahibi olmaktir. Yani, kitlenin parametreleri hakkinda tahminlerde

bulunmaktir. Kitle parametresi @ ile gosterilecektir. Kitlenin 6,6, ...,6) gibi k tane parametresi

varsa, bu da @ ile gosterilecektir. Bundan sonraki boliimlerde, parametrelere iliskin tahmin

yontemleri iizerinde durulacaktir. Bu tahminler, gerceklesmesi tamamen raslantiya bagli olan
deneylerin sonucuna baglidir. Tek bir deney ile istatistiki sonug¢ ¢ikarim yapmak anlamli degildir.
Dolayis1 ile deneyler tekrar edilir. Bir deney ayni kosullarda tekrarlandiginda, ayni sonug

gozlenmeyebilir.

6.1. Orneklem ve Ozellikleri

Kitle parametrelerini tahmin etmek i¢in deneyler tekrarlanir. Her tekrarda rasgele degiskenin
degeri gozlenir. Ancak, deneylerin belli kurallara gore yapilmasi gerekir. Deneyler birbirinden
bagimsiz olarak yapilabildigi gibi, bagimli da olabilir. Her deney i¢in rasgele degiskenin dagilimi
da farkli olabilir. Burada, aksi soylenmedikge, denemelerin birbirinden bagimsiz oldugu

varsayilacaktir. Yani, rasgele degiskenler birbirinden bagimsiz ayni dagilima sahiptir.

Tanim 6.1.1 Birbirinden bagimsiz ayni dagilima sahip Xq, X5 ..., X,, rasgele degiskenlerine

bir 6rneklem denir ®

X1, Xo,..., X,y olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (X;&) olan kitleden bir 6rneklem
olsun. Bu durumda drneklemin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
n
Fx xR Xn) = fixe (X)) i, (%2) Fx (%) =TT fx, (x;)
i=1

seklinde yazilabilir. Xq, X,..., X, beklenen degeri € olan iistel dagilimdan bir 6rneklem ise

P(X;>2,X,>2..., X, >2) olasilig,

n 210 2n/0
P(X;>2,X9>2...,X,>2)=[[P(X; >2) =[P(X; >2)]" =[e 1" ="
i=1



seklinde hesaplanir.
Orneklem, genellikle sonsuz elemanli bir kitleden almnir. Ancak, 6rnek uzayin sonlu elemanli
oldugu durumlarda 6rnekleme kurallarina dikkat edilmelidir. Sonsuz elemanli bir kitleden 6rneklem

alindiginda, X, rasgele degiskeninin degeri X; rasgele degiskeninin alacagi degerden etkilenmez.

Ornek uzay sonlu elemanli ise denemeler birbirine bagimli olabilir. Ornegin, iginde belli sayida sar1
ve mavi toplarin bulundugu bir kavanozdaki sari toplarin orani hakkinda bilgi sahibi olmak
istiyorsak kavanozdan ¢ekilen topun tekrar yerine konmasi (iadeli ¢ekilis) ile belli sayida top ¢ekilir.
Buna gore, kavanozun igindeki sar1 toplarin orani aynidir. Cekilen top yerine konulmazsa ikinci

cekilen topun sar1 gelmesi olasilig1 birinci ¢ekilen topun sar1 veya mavi olmasina baghdir.
Tanim 6.1.2 Orneklemin herhangi bir fonksiyonuna tahmin edici (veya istatistik) denir ®

X1, Xo..., X, bir 6rneklem olsun. Orneklemin T =T(Xjy,...,X,) gibi herhangi bir

fonksiyonu da (yani tahmin edici) bir rasgele degiskendir. Bu rasgele degisken sadece drneklemin

bir fonksiyonu olup parametreye bagl degildir. Tahmin edicinin aldig1 degere bir tahmin denir.

Ornek 6.1.1 X;,X5..., X, , N—birimlik bir rneklem olsun. Buna gére,

n _
T (X)=Ty(Xq,.--, X}) =EZ X; = Xy, Orneklem ortalamasi
O

n _
T2()~()=T2(X1,...,Xn)=i12(xi—Xn)2=82, orneklem varyansi
n—=li
T3(X)=T3(Xy,.-s Xp) = max{Xj}= X (ny, T4(X)=T4(Xq,..., Xn) = min {Xj}=X 9
1<i<n 1<i<n

birer tahmin edicidir. Ayrica, 6rneklem degerleri N =5 igin,
Xi(w)=x =5, Xo(W)=X, =3, Xzg(W)=x3=2, X4(W)=X%4 =1, Xg(W)=x5=4

olarak gozlenmis ise yukaridaki tahmin ediciler igin,

X (w)=x, —>t3t2rlrd_,
5
12 -2 1
Saw)=sp = (%~ %) =Z[(5—3)2+((3—3)2+(2—3)2+(1—3)2+(4—3)2}:2.5
=
X = = i .:1, X — — =5
@ W)=Xq) iR ) (W) =X [nax X;

birer tahmindir ®

Teorem 6.1.1 X, X5 ..., X, € R olmak iizere,



_ L
Xn==2%, Sn: Z(XI_Xn)
Ni=1

n-1,3

olsun. Buna gore,

2_ &2 2 . 2 _S 'y _x )2
a) (N—-1)sf = 3 xF —nx3 b) min > (x; —a)” =2 (X —Xp)
i1 aeR jq i=1
dir.

Ispat @) Sr% acik olarak yazildiginda

n n

2 - \2 2 2
(=D sy =>(%-%,) =Z[ 2xnx,+an Zx, -2X, Zx,+ nx:
n n n n
oy, (%m} 02 =2 an k2 anx? = xd n g2
i=L i=1 i=1 i=L

seklinde aranan sonug elde edilir.

n
b) f(a)=> (x— a)2 fonksiyonunu tanimlayalim ve fonksiyonu minimum yapan a degerini
i=1

bulahm. f(a) fonksiyonu a ya gore tiirevlenebilir olup, fonksiyonun minimumunu bulmak igin
birinci tiirev sifira esitlenir. Birinci tiirevin sifir oldugu yerde, fonksiyon minimum ya da maksimum
degerini alir. Bu noktadaki fonksiyon degerinin minimum olmasi i¢in fonksiyonun o noktadaki
ikinci tlirevinin pozitif olmalidir. Buna gore,

d ;)((a) —ZZ(X — ):—Zéxi +2na=0
esitliginden a=X, bulunur. Yani, f(a) fonksiyonu a=X, noktasinda minimum ya da

maksimuma sahiptir. Fonksiyonun bu noktadaki ikinci tiirevi,

d?f(a)
d x? -

a=Xx,

=2n>0

oldugundan fonksiyon, a = X,, noktasinda minimuma sahiptir. Yani,

n

min Y (% —a)’ =3 (% ~ % )’

aeR j=1 i=1
dir¢
Teorem 6.1.2 Xq, X5..., X, beklenen degeri x varyansi o2 olan kitleden bir rneklem

olsun. Buna gore,

a) E(Xp)=u b) Var(X,,)=c?/n c) E(52)=0?



dir.
Ispat a) Beklenen deger operatdriiniin lineer olmasidan dolay1 aranan sonug
_ 1 n 1 n 1 n
E(Xn)=B| S22 X |=2 2L E(X) =22 u=n
Nia Nia Nia
seklinde elde edilir.

b) Benzer sekilde,
2

18 5, o
Var (X, )= Var[ ZX J > ZVar :n—zga -—
i=
dir.
C) Sr? Teorem (6.1.1a) daki gibi yazildiginda, E(Sﬁ) degeri

E(Sﬁ):E( z(x ~-X,) J:—E[sz—nx j
n-— -1 -1

{ZE(X )~ nE(X )} 11{2(;1 +o?)-n(ul+o /n)}

n—1 =

52y] - (n=Ho” Yo’
=" =

- [n(u? + o)~ (i -

seklinde bulunur ¢

6.2. Rasgele Degisken Dizilerinde Yakinsamalar

Rasgele degisken dizilerinde yakinsamalara gegmeden once, reel say1 dizilerindeki yakinsama
kavramini hatirlayalim. Elemanlar1 reel sayilar olan bir dizi a,, olsun. Yani, her ne N i¢in a, € R
dir.

Tanim 6.2.1 a) a,, elemanlar reel sayilar olan bir dizi ve a< R olsun. Her & >0 igin bir
Ny (&) sayist var ve N> ng(e) igin |a, —a|< & oluyorsa, a, dizisi a noktasina yakinsiyor denir

ve a, — a (veya nIE;TI a, = a) ile gosterilir.
00

b) a, — 0 ise, a, =0(2) ve (a,/ f,) >0 ise a, =o(f,) dir.
c) Sonlu bir M sayisi igin M ye bagh bir ny, sayisi varsa ve her n>ny, i¢in |a,|<M
oluyorsa a,, dizisi sinrlidir denir ve a, = O(1) ile gosterilir. Benzer sekilde, (a,/g,,) =0(1) ise

a, =0(g,) dir®

Ornek 6.2.1 a, =(3n+ 2)/n2 dizisi i¢in, N — oo iken &, — 0 olup a, =0(1) dir. Ayrica,



a, 3n+2 2
=na, =——=3+—
@/n) n
olup her neN ig¢in ‘(]jn ) = 3+g <6 yazlabilir. Yani, a,/(/n)=na,=0() veya
n n

a, =0(1/n) dir®

Reel say1 dizilerindeki yakinsama ve sinirhilik kavramlarinin ayrintilarina fazla girmeden,
yukaridaki kavramlari rasgele degisken dizileri i¢in yazalim. Burada, rasgele degisken dizilerinde
birka¢ yakinsama tiirii kisaca incelenecektir. Bunlardan, olasilikta yakinsama, tahmin edicilerin
tutarlilik 6zelliginin gosterilmesi agisindan énemlidir. Tahmin edicilerin asimptotik dagilimlarin

bulmak i¢in de dagilimda yakinsama kavrami 6nemlidir.

Tanim 6.2.2 (Olasilikta Yakinsama): n € N igin X,, rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi
olsun. Her £ >0 igin 36 >0 ve I ny(g) dyleki n>ng(e) igin X, dizisi

Pw:| Xp(w)-X (W) [>6}) <&

ozelligini saglaniyorsa, X, rasgele degiskenlerinin dizisi X rasgele degiskenine olasilikta
yakinsiyor denir ve X, P X seklinde gosterilir ®
X, rasgele degisken dizisinin X rasgele degiskenine olasilikta yakisamasi genellikle,

lim P({w:| X, (W) — X (W) |> £}) =0 (veyakisaca lim P(| X, - X |>&)=0)
n—o0

N—0o0
seklinde ifade edilir. Ayrica, reel say1 dizilerinde oldugu gibi, X, P 50ise X,=0p() ve f,

bir reel say1 dizisi olmak tizere X,,/ f, =0p (1) ise X, =0p(f,) yazilir.

Tanim 6.2.3 (Olasilikta Simirlilik) Her n e N igin X, rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi
olsun. Her & >0 sayisi i¢in dyle M, ve N, sayilari varsave n> N, icin,

Pw: I Xp(W)[>M,}) <e
ozelligini sagliyorsa, X, rasgele degiskenlerinin dizisi olasilikta simirhidir denir ve X, =Op (1) ile
gosterilir ®

Reel say1 dizilerinde oldugu gibi, f, bir reel say1 dizisi olmak iizere X,/ f, =0p (1) ise
X, =0p(f,) dir. Olasilikta smrhlik igin genellikle P({w: X,(w)|>M,)<e yerine

P(Xp|>M,)<e veya lim P(| X,,|>M_) =0 gosterimleri kullanilir.

N—o0



Ornek 6.2.2 X, , n=1,2,3,... beklenen degeri 4 , varyansi o2 olan bagimsiz ayni dagilimli

rasgele degiskenler olsun. Orneklem ortalamasi kitle ortalamasina olasilikta yakinsar. Yani, n — oo
iken >Zn P, u dir. Burada, Xq, X,,..., X, rasgele degiskenleri bagimsiz olmasina ragmen
)?1, )22,..., Xn rasgele degiskenleri bagimsiz degildir (n=1 igin Xn =Xy, n=2 ve
Xn=(X{+X5)/2 olup Xq ile X, bagimsiz degildir) dir. Olasilikta yakinsama Chebyshev
esitsizliginden

_Var(X,)  o®

6‘2 n82

-0 ,n—>wo

VPRV A
0<P(X,—ul>e)< E(X”Z #)
r

seklinde elde edilir. Yani, n—soo iken X, — > dir. Buradan n—>oo iken X, — x——>0

olup, X, - =0p (1) de yazilabilir. Diger taraftan,

()zn — 1)

1//n

oldugundan, X, = +Op 1/ Jn ) seklinde de yazilabilir. Bu sonug, olasilik ve istatistikte ¢ok

=n (X, =) =0p (1)

kullanilan zayif biiyiik sayilar kanunudur (WLLN). Zayif biiylik sayilar kanunu agik olarak
X1, X9,..., Xy ... beklenen degeri u , varyansi o2 olan bagimsiz rasgele degiskenler olmak iizere,
orneklem ortalamasi kitle ortalamasina olasilikta yakinsar” seklinde ifade edilir. Benzer sekilde,
orneklem varyansi da kitle varyansina olasilikta yakinsar (n—oo iken Sr% —P—>02). Bunu
gostermek i¢in Chebyshev esitsizligi

E(S2-0%)? Var(S?)

& &

P( X~ ul> ) <

seklinde yazilir. Olasilikta yakinsamanin saglanabilmesi (yani, S,% —P>0'2) icin n— o0 iken

Var(Sr? ) = 0 olmalidir. Yani, Var(Sﬁ ) degerinin hesaplanmasi gerekir. S% in varyansi bazi
dagilimlar i¢in kolay hesaplanabilmesine ragmen, genellikle zor ve karmasiktir @
Tanim 6.2.4 (Hemen hemen her yerde yakinsama) X, rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun.

X, rasgele degiskenlerinin dizisi her ¢ > 0 igin,

P( lim {WZ|Xn(W)—X(W)|>8})=O

N—c0



ozelligini sagliyorsa, X, hemen hemen her yerde X rasgele degiskenine yakinsar denir ve

Xn ﬂ) X ile gosterilir ®

Ornek 6.2.3 X, , n=12,3,... beklenen degeri 4, varyansi o2 olan bagimsiz ayni dagilimli

rasgele degiskenler olsun. Orneklem ortalamasi hemen hemen her yerde kitle ortalamasina yakinsar.
Yani, n—»oo iken X, __hhhy L dir. Bu yakinsama, literatiirde gii¢lii biiyiik sayilar kanunu
olarak bilinir®

Tamm 6.2.5 (Momentlerde yakinsama) X, rasgele degiskenlerin bir dizisi, X de herhangi bir
rasgele degisken olsun. n— oo iken E(X,—X)" —0 ise X,, rasgele degiskenlerinin dizisi X
rasgele degiskenine r. momentte yakinsar denir ve X, L 5 X ile gosterilir ®

X, rasgele degiskenlerinin dizisi X rasgele degiskenine momentlerde yakinsiyor ise,

olasilikta da yakinsar. Ancak, bunun tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 6.2.4 Chebyshev esitsizliginden X, —L 5 X ise Xn P X oldugu gorilir. Her

& >0 icin Chebyshev esitsizligi

E(Xp=X)"

r
&

0< P(X,—-X|>¢) <

seklinde olup X, —— X ise E(X,—X)" —0 dir. Yani n—oo iken P(| X, - X |>¢&)—0
dir. X, dizisi momentlerde X rasgele degiskenine yakinsiyorsa olasilikta da yakinsar. Ancak

bunun tersi dogru degildir. Bunun i¢in X, rasgele degiskenlerini,

P(X,=n%)=1/n®> ve P(X,=0)=1-(1/n?)
olacak sekilde Bernoulli resgele degiskenlerinin bir dizisi olarak segelim. Yani,

n3 , n~2 olasilikla
X, = 5
0 , 1-n“ olasilikla

olarak verilmig olsun. Buradan, her & >0 i¢in n— o0 iken P(| X, [>¢&) = n?2 -0 oldugundan

Xn—P>0 dir. Yani, olasilikta yakinsama gerceklesir. Olasilikta yakinsama gergeklesmis

olmasina ragmen, N —oo iken r >1 igin

E(X,-0)" =E(X,) =0"P(X =0)+n®"P(X =n®)=n®"n2=n"2 5«
dir. Yani, momentlerde yakinsama ger¢eklesmez ©

Tanim 6.2.6 (Dagilimda yakinsama) X,, dagilim fonksiyonlar1 F, olan rasgele degiskenlerin
bir dizisi olsun. Dagilim fonksiyonu F olan X rasgele degiskeni i¢in, F nin siirekli oldugu

7



yerlerde n — oo iken F,(x) = F(X) ise X,, rasgele degiskenlerinin dizisi dagilimda X rasgele
degiskenine yakinstyor denir ve X, P X le gosterilir ®

Dagilimda yakinsamaya en iyi 6rnek merkezi limit teoremi (MLT) ve uygulamalaridir. Bu
uygulamalara gegmeden Once, bilerek veya bilmeyerek bilimin her alaninda uygulamalarina
rastlanan merkezi limit teoremini ifade ve ispat edelim. Literatiirde, teoremin degisik tiirlerine
rastlanabilir. Teoremdeki kosullarin saglanmadig hallerde yeni kosullar ekleyerek merkezi limit
teoremi saglatilmaya ¢alisilir. Asagida bu teoremin Casella ve Berger (2002) de verilen hali dikkate

alinmastir.

Teorem 6.2.1 (Merkezi Limit Teoremi) Xq, X5..., X,,... beklenen degeri u varyansi o2 olan

bagimsiz ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler olsun. Rasgele degiskenlerin moment ¢ikaran

fonksiyonu sifir noktast komsulugunda varsa n — oo iken,

D ,N(0,1)

\/ﬁ(in —H)
o

dir.

Ispat: Standart normal dagilimin moment gikaran fonksiyonu, M (t) = et2/ 2 olup, teoremin
ispatii¢in Z, = Jn (X, —u)! o olmakiizere Z, nin moment ¢ikaran fonksiyonunun n— oo iken
M (t) ye yakinsadigim gostermek yeterlidir. 1=1,2,3,... icin X; lerin beklenen degeri u

varyansi o’ ise Yi =(X; — )/ o rasgele degiskenleri de beklenen degeri sifir varyans: 1 olan

bagimsiz ayni dagiliml rasgele degiskenlerdir. Buradan,

In (X, - p)

(o}

Zy=

1 n
= Z Y;
Vni5
olup Z,, nin moment ¢ikaran fonksiyonu

Mz, O =M(g, 10 = M%i% O=Mg, (t/ )= My (t/n)

seklinde yazilabilir. My (t/ Jn ) nin sifir noktas1 komsulugundaki Taylor serisi agilimi,

o0 k
My (t/Jn)=S M\((k)(o)m
k=0 k!

olup M&k)(O), My (t) fonksiyonunun K. tiirevinin sifir noktasindaki degeridir. Moment ¢ikaran

fonksiyonunun 6zelliklerinden
M) =1, M (©) =E(Y) =0 ve M (0)=E(Y?) =Var(Y) =1

8



olup My (t/ \/ﬁ) fonksiyonunun Taylor serisi agilimini

(t/f)

MY(t/\/ﬁ) =1+0+———

k 2
+ z |v|§")(0)—(”;(/!ﬁ) 14

—+R,(t/+/n
o+ Ry (t/4N)

seklinde de yazabiliriz. Diger taraftan sabit her t (t = 0) igin

- Ra(t/n)
n—m (1/[)

dir. R (t/ Jn ) icindeki terimlerin hepsi pozitif ve en biiyiik terim k =3 deki deger olup,

= lim [nR (th/')}:

k=3 icinn (t/n)2/31=0 ve k=4 icin n(t/~/n)*/41—0

dir. Biitiin terimler pozitif oldugundan, n — oo iken n R, (t/ Jn ) = 0 dir. Ayrica, elemanlari reel

sayilar olan bir a,, dizisi igin a, —a ise (L+a,/n)" —e? oldugunu da biliyoruz. Buna gore
n — oo iken,

2 2

a, =%+an(t/\/ﬁ)—)%

olup,

Iim[MY(t/\/ﬁ)} — lim[1+= (—+nR /)] = e

nN—o0 N—o0

seklinde aranan yakinsama elde edilir. Bu da teoremin ispati igin yeterlidir ¢

X1, Xo..oy Xpp,... beklenen degeri u varyansi o2 olan bagimsiz rasgele degiskenler olsun.

Bazen,

i=1

Var[i Xij not dne 7

oldugundan merkezi limit teoremi,

) nXi_E nxi
n(Xa-#) o = (Zl ] “—>N(0.1)

>N (0,1) yerine

G (e

seklinde ifade edilir. Simdi, MLT nin uygulamalarina iligkin birka¢ 6rnek verelim.




Ornek 6.2.5 a) Bir para 100 defa atildiginda en az 60 defa tura gelmesi olasiligimi hesaplayalim.

Bu olasilik Binom dagilimindan hesaplanabilir. X ~ Binom(100,1/2) oldugundan aranan olasilik

P(X >60) dir. Bu olasilik da,

100 100 X /2 \100—x 100 100
P(X>60)= > P(X=x)= Y [100](3 (%) :(%) > (100}:0.02844

X=60 x=60\ X x=60\ X
olarak bilgisayar destegi ile hesaplanmistir. Aynmi olasilik MLT teoremi ile yaklasik olarak
hesaplanabilir. Paramin her bir atiliginda (6rnegin i. atilis) gelen turalarin sayis1 X; olsun. Buradan,
Xj~Bern(1/2) olup X =X;+ Xy +...+ Xigg paranin 100 defa atilmasinda toplam turalarin
sayisi olur. Denemeler birbirinden bagimsiz olup X ~ Binom(100,1/2) ve E(X)=100(1/2) =50
, Var(X)=100(1/2)(1/2) =25 dir. Bu 6rnek igin 100 denemenin yeterince biiyiik oldugu goz

oniine alindiginda, MLT ne gore P(X > 60) olasiligi

100 100
100 in—E{Z X;
J: =) i=1

P(X 260):P[in260 i=1 L6050

seklinde yaklasik olarak hesaplanmistir. Aradaki fark ¢ok kiigiiktlir. n 6rneklem hacmi biiytiditkge

~P(Z>2)=0.0228

aradaki fark kiigiiliir.

b) Bir elektronik iriiniin dayanma siiresi (yil olarak) X olsun. X in olasilik yogunluk

fonksiyonu,

2
F(x)= 1/xc , x>1
0 , d.y.

olarak verilmis ise rasgele secilen 100 iiriinden en az 25 tanesinin 5 yildan fazla dayanmasi

olasiligin1 hesaplamak isteyelim. Bunun i¢in 6nce,

{1 , Xi>5

Yi =
0 , d.y.

rasgele degiskenlerini tanimlayalim. Segilen 100 iirtinden 5 yildan fazla dayananlarin toplam sayisi

Y; lerin toplamuidir. Ayrica, her bir {iriiniin 5 y1ldan fazla dayanma olasiligi,

o0 1 100
p=P(i =1 =P(X;>5)= | —rdx=—=
x=5 X x=5

1
5

10



olup, Y1,Y5,...,Yj90 basart olasiligt 1/5 olan bagimsiz Bernoulli dagilimina sahip rasgele
degiskenlerdir. Yani, Y; ~ Bern(1/5) olup, Y =Y; +Y, +...+Y;99 ~ Binom(100,1/5) dir. Yani
aranan olasilik, P(Y > 25) olarak yazilabilir. Ayrica,

E(Y)=np=100(1/5)=20 ve Var(Y)=npq=100(1/5)(4/5)=16

olup aranan olasilik MLT’ne gore yaklasik olarak

100 100
100 ZNEI 2N s g
P(Y >25) = P[Z Y > 25} —p| =2 00‘1 > == |=P(2>125)=0.105
i 1
= Var{ZYi}
i=1

seklinde bulunmustur.

c) Asagidaki limit

lime™" Z—

n—o0 k=0 k
MLT yardimi ile hesaplanabilir. Simdi bu limit degerini hesaplayalim.

X1, X9,..., Xy,... beklenen degeri 1 olan Poisson dagilimli bagimsiz rasgele degiskenler

olsun. X = X+ X5 +...+ X, ~ Poisson(n) olup,

k K
_nN

PX <=3 P(X=k)= Y e —gny ™

k=0 k=0 k! k=0 K!
dir. E(X)=n ve Var(X) =n oldugundan aranan limit

lim e~ i”k—_ lim P(X <n) = lim P{ixisn}

n—o0 N—»c0 Nn—oo i=1
ZX E{ZX }
i=1 n-—n 1
= limP < =P(Z<0)==
nN—o0 n 2
Var[z Xi}
i=1

olarak bulunmus olur.

d) Stirling formiilii olarak bilinen n! =~ e™" nn+1/2\/27[ yaklasimi da MLT nin bir sonucudur.
X1, X9,..., Xp,... beklenen degeri 1 olan istel dagilmli bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Bu

durumda, X = X;+ X, +...+ X, ~ Gamma(n,1) olup, X in olasilik yogunluk fonksiyonu,
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1 4. —
anx

— , x>0
f(x)=<T(n)

, d.y.

seklindedir. Merkezi limit teoremine gére n — oo iken,

n n
ZXi_El:ZXi] X g )
i=1 i=1 -t°/2
P ! |:nl :l <X —)_J;OEe dt
Var| > X;
i=1

olup bu ifade

X-E(X)_.|_pfX=n_ )_ Tl e
PL—TI’(X)SXJ P(ﬁ ij P(X§n+x\/ﬁ)—>__[0\/§e dt

seklinde yazilabilir. Ayrica X ~Gamma(n,1) oldugundan, Gamma dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonu yerine yazilirsa n — oo iken,

n+xy/n
P(X £n+x\/ﬁ)= [ 1

X
_t 1
e dt> | —
o TI'(n) _J;O N2
yaklasimi elde edilir. Buradan, n yeterince biiyiik ise,

n+x/n 1
j — "oyt

T
! T(n) _{O Vor

olup her iki tarafin x e gore tiirevinden

2

2

1

ﬂ(n + x\/ﬁ)n_l e (min) %e‘lez
T

'(n)

yaklasimi elde edilir. Bu son ifade de X =0 yazilirsa,

\/ﬁ n-1.—n 1 n-1,-n [/
——n e ~ —— olu I'(ny=n"""e n «2
(") N "

elde edilir. Ayrica T'(n) = (n—1)! oldugundan (n-1)! = e "n"1J/2z dir. Son olarak her iki

. _ V2 _ .
taraf n ile carpilirsa, sol taraf n(n—1)!=n! olur ve aranan sonug¢ N —\/ﬁ yazilmasi ile,
nt =e™" nn+1/2\/ 27 olarak bulunmus olur ®

MLT asagida ifadesi verilen Slutsky teoremi (Casella ve Berger, 2002, sayfa 239-240) ile

beraber, tahmin edicilerin asimptotik dagiliminin bulunmasinda kolayliklar saglar.
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Teorem 6.2.2 (Slutsky Teoremi) X, ve Y, rasgele degisken dizileri, a € R olmak iizere,

, D :
n—oo iken X, ——> X ve Y, —P  a olsun. Bu durumda n —> oo iken,

Q) X, tY,—2>X+ta b) X,Y,—2>Xa ¢ X,/Y,—2>X/a ,a=0

dir¢

Ornek 6.2.6 X1, X9,..., Xp,... beklenen degeri u varyansi o2 olan bagimsiz rasgele

degiskenler olmak tizere MLT den n-—oo iken x/ﬁ()zn—,u)/ai)N(O,l) dir. o2

bilinmiyorsa Sr% orneklem varyansi ile tahmin edilir. lim Var(sﬁ):o ise n—oo iken
N—>0

Sr% P 552 Olasilikta yakinsama saglanir (Ornek (6.2.2)). Buradan da o/S, P 51 o

Slutsky teoremine gore N — oo iken,

tﬁ:ﬁ()z”_”ti‘/ﬁ()z”_”) D ,N(0,1)
Sp S, o
elde edilir®
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