HAFTA 12

REGRESYON ANALIZINE GIiRiS

Kisim (7.9.4) de tahmin edicilerin bulunma yontemleri incelenirken, en kiigiik kareler
yonteminden kisaca bahsedilmisti. Herhangi iki degisken arasinda, y = f (x) gibi matematiksel

bir iligki varsa, X in her bir degerine karsilik y degeri bellidir. Oysa X ve Y rasgele
degiskenler ise ayn1 X =X icin farkli Y degerleri gozlenebilir. Bu iki degisken arasinda, e
hata degiskenini gostermek iizere, Y = f(X)+e seklinde bir iliski daha gercek¢idir. X in
degerleri biliniyorsa, esitlik 1=12,3,..,n i¢in Y; = f(X])+e scklinde yazilabilir. Bazi
varsayimlar altinda, bu esitlige regresyon esitligi denir. Regresyonda oOnemli olan f
fonksiyonunun belirlenmesidir. Bu boliimde, X ler bilinen (rasgele olmayan) degiskenler
olarak (X; =X, X, =X,,..., X =X;) belirlendiginde,

Yi =Qq +0‘1X1,i +6¥2X2,i +...+apxp’i +ei s i :1,2,3,...,n

gibi bir model incelenmeye ¢alisilacaktir. Burada, Y; ler bagimli degiskeni (Y; ler bagimsiz
rasgele degiskenler olup, bagimlilik Y; lerin x, ; agiklayici degiskenlerine bagimlihigmi ifade
etmektedir), X i k=12,3,..., p ag¢iklayic1 degiskenleri (biliniyor, rasgele degil), e; ler hata

degiskenini ve k=0,1,2,..., p i¢in ¢ ler de parametreleri gostermektedir.

10.1. Kosullu Beklenen Deger ve Regresyon

Regresyon, rasgele degiskenler arasindaki kosullu beklenen degerdir. Ornegin,
Y, Xy, Xp,..., X rasgele degiskenlerinin ortak olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu

bilindiginde, E(Y | Xy =X, Xy =Xp,...,X; =X,) kosullu beklenen degeri, Y nin
X1, X3,..., X5 degiskenleri lizerine regresyonudur. Bu kosullu beklenen deger, X lerin lineer
bir fonksiyonu ise, lineer (veya dogrusal) regresyon, aksi halde lineer olmayan regresyondur.
X ve Y gibi iki degisken arasinda, Y = f(X) seklinde bir iligki, f fonksiyonu biliniyorsa
deterministik bir iliskidir (Sekil (10.1.1a)). Ornegin, X ve Y gibi iki degisken arasinda
Y =2X +3 gibi fonksiyonel bir iligkide X =1 iginY =5, X =0 iginY =3 ve
X =-1 i¢in Y =1 degerleri elde edilir.

Ay \Y

@ ®)

X

2/ 1 0 1 2
Sekil 10.1.1 y=2X+3 dogrusunun grafigi
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Diger taraftan, iki degisken arasindaki iliski dogrusal olmak zorunda degildir. Y = X * +3

veya Y =2X 213X +7 seklinde parabolik bir iliski de olabilir. Burada, X in se¢ilen bir degeri
icin Y nin degeri bellidir. Gergek hayatta, degiskenlerden bir tanesi sabit tutularak (genellikle
X ) deney tekrar edilerek digerinin degerleri gozlenir.

Ayni X =X degeri i¢in Y nin degerleri farkli gézlenebilir (Y ler bir hata ile gozlenir).
Yani, Y ile x arasinda, Y = f(X)+e gibi (bilinmeyen f fonksiyonuna bagli) bir iliskiden s6z
edilir (Sekil 10.1.1b)). Boyle bir iliskiye istatistiksel (stokastik) bir iliski yada Y nin x tizerine
regresyonu denir. Regresyonda 6nemli olan bilinmeyen f fonksiyonunun bazi kosullar altinda

belirlenmesidir. Bu kosullar (veya varsayimlar) genellikle e hata terimi tizerindedir.

X1, Xg,.0 Xy degiskenlerinin degerleri Xq =X, X5 =Xp,..., X, = Xp seklinde biliniyor
olsun. x; lerile Y arasinda Y = f (X, Xp,..., X,) +€ gibi istatistiksel bir iligki, Y nin (rasgele),
Xk aciklayict degiskenleri lizerine regresyonudur. Regresyonda, Y bagimli degisken,
X1y Xgseees X ler agiklayic1 degiskenlerin degerleri, e hata terimi olmak tizere, f bilinmeyen
parametre i¢eren ve iligskinin yapisini1 gosteren bir fonksiyondur.

Amag, f fonksiyonunu hata kareler toplami minimum olacak sekilde tahmin etmektir.

X1, Xg, Xl Xy, X, X ) degiskenlerinin degerleri olarak diisiiniildiigiinde, Y nin

p
X1y X,y Xy ler dizerine regresyonu, E(Y | X; =Xy,..., X, =X,) seklinde kosullu beklenen

degerdir. Bu kosullu beklenen deger, bazen lineer bazen de lineer degildir. Buna gore regresyon
denklemleri, lineer ve lineer olmayan regresyon olarak iki gruba ayrilir. Regresyon ile kosullu
beklenen deger arasindaki iliskiyi daha iyi gorebilmek icin asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 10.1.1a) X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

—x(y+1)
F(x,y)= xe , X,y>0
0 , d.y.
seklinde verilsin. X =X verildiginde Y nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,
xe Y x>0,y>0
fyx=x (Y [X) = ’ ’
YIX=x 0 , d.y.

olup Y nin X {izerine regresyonu,
o0 o0 . 1
B(Y X =x)=[y F(y|¥dy=[yxe™dy="

0 0

seklinde lineer olmayan bir denklemdir. Yani, Y = f (X) +e seklinde bir regresyon esitligi i¢in
f fonksiyonu lineer degildir. Ancak boyle bir model de, X" =1/ X gibi bir doniisiim ile

Y =a+bx +e seklinde lineer regresyon modeli gibi yazilabilir.



b) X ve Y degiskenleri ¢ok terimli binom dagilimina (multinomial) sahip olsunlar. Yani
ortak olasilik fonksiyonu, x=012,...,n;y=012,...,n;x+y<n ve 0< 4,0, <1 olmak iizere

f(x y>=[ jef 0y @-6-0,)" "

X, y,n—=X-Y

seklinde olup,

n B n!
X, y,n—x—y ) xlyl(n—x—y)!
dir (Ornek (2.5.6b). Ayrica, X ~ Binom(n, ;) olmak iizere, X =X verildiginde Y nin kosullu
olasilik fonksiyonu,

f(x,y)  (n=x)!
f(x) yl(n—x—y)!

dir. Yani kosullu dagilm, & +6, <1 olmak iizere Y |X =x~ Binom(n—-X, 6,/(1-&,))

fylx)= [6, 1 A-6)P[1-6,1(1-6)]" Y

seklinde Binomdur. Buradan Y nin X iizerine regresyonu, bu kosullu dagilimin beklenen
degeri olup regresyon denklemi, a=n6,/(1-6) ve p=-6,/(1-6) olmak iizere
E(Y | X =x)=a+ g x olarak bulunur. Burada da, Y nin X {izerine regresyonu lineerdir.

c) X ve Y rasgele degiskenleri iki boyutlu normal dagilima sahip olsun. Yani ortak dagilim
2
(ﬂx j Ox POxOy
= ve 2= )
Hy P OOy Oy
olmak tizere, (X,Y) ~N(x, X) seklinde olsun.

Iki boyutlu normal dagilimin &zelliklerinden, kosullu dagilimlar da normaldir. Yani,
kosullu dagilim Y | X =X ~N(zyx, oyx) olup kosullu beklenen deger ve varyans

Hyx =Hy + ,D(Uy loy)(X—py) ve O yix :O-)% @- p2)
seklindedir. Dolayisiile Y nin X {izerine regresyonu,
Oy
E(Y X =X)=/Jy +,00_—(X—,ux)=0!+ﬂx
X
seklinde basit dogrusal regresyon denklemidir. Burada
Oy Oy
a=py—p— U, Ve f=p—
X O-X
icin Y nin X ftzerine regresyonu, E(Y | X =X) =a + X seklindedir. Yani, Y nin X tizerine
regresyonu lineerdir.

d) X, Y ve Z rasgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, 0 < & <1 igin



1+a(2x-1)(2y-1(2z-1) , O0<x,vy,z<1

f17 =
(xyz){ . S

olarak verilmis olsun. Y nin X ve Z {izerine regresyon esitligini elde edelim. Once,
1
fx z(x,2)= [ f(x,y,2)dy=[{+a(2x-1)(2y-1)(2z-1))dy =1
yeDy 0
oldugundan X ve Z nin marjinal ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 , O<xzxl1

f ,2) =
x .z (%2) {0 | dy.

olup, X =x ve Z =z verildiginde Y nin kosullu olasilik yogunluk fonsiyonu

f(x,y,2) _{1+a(2x—1)(2y—1)(22—1) , O<y<1

fyixox 72 X,Z) = =
Yix=x,z=2 (Y| X, 2) 2 (02) 0 Cdy

dir. Buradan, X =x ve Z =z verildiginde Y nin kosullu beklenen degeri

1 1
E(YIX=xZ=2)= [ ¥y fyxexz=z (Y X 2)dy=[y[@+a(2x-1)(2y -1)(22-1)]dy
0

y=0
1 a(2x-1)(2z-1) 1 o 2axz ax az
==+ =—+—+ -_—
2 6 2 6 3 3 3
olarak hesaplanmistir. Burada,
a _E+ﬂ a=ay=—2 Ve a _2a
07276t TP 3 TR

denirse, kosullu beklenen deger,

EY|X=XZ=2)=ap+yX+az+azxz

seklinde «; parametrelerine gore lineer, X ve z ye gore lineer olmayan ¢oklu regresyon

esitligi elde edilir ®

10.2. Basit Dogrusal Regresyon

Bu kisimda, X ve Y gibi iki degisken arasindaki kosullu beklenen degerin
E(Y| X =x)=a+bx seklinde oldugu durum incelenecektir. X; =X; verildiginde x; lere

karsilik gozlenen Y; degerleri kullanilarak X ile Y arasindaki dogrusal iliski belirlenmeye

calisilacaktir. Kisaca, Y; =g +aq X +€j,1=12,3,...,n basit dogrusal regresyon modeli ele

alinacaktir. Burada, Y; ler bagimli degisken, X; ler ise agiklayici degiskendir. e; ler de hata

terimleri olup g ile a4 de parametrelerdir. Bu esitlige bir regresyon modeli denebilmesi i¢in

denklemin

1) X lerin rasgele olmayan bilinen degerler



ii) E(e;)=0, i #  igin Cov(e;,ej) =0 ve Var(g;) = o
kosullarin1 saglanmasi gerekir. Istatistiki sonug ¢ikarimlar igin € hata terimlerinin normal

oldugu varsayilir. Bu regresyon modeli igin E(Yj) =g +aq X ve Var(Y;) = o2 dir.

Regresyonda en dnemli asama, « ile a; parametrelerinin hata kareler toplami minimum

olacak sekilde tahmin edilmesidir. Hatalar pozitif ya da negatif olabilir. Bu sebeble hatalarin
minimizasyonu yerine hata karelerinin minimizasyonu {zerinde durulur. Bu nedenle,
uygulamada genellikle “regresyon” ifadesi yerine genellikle “en kii¢iik kareler yontemi” ifadesi
de kullanilir. Bunun i¢in,

Qlag, ) = _%eiz = _%(Yi —ap-og%)?

ifadesi minimum olacak sekilde o, ve «; parametreleri x ve Y lerin degerlerine gére tahmin
edilir. Bu minimizasyon problemi i¢in Q(ey, o) nin her iki degiskenine gore tiirevleri alinip

sifira esitlenmesi ile,

00Q(ap, o n 00Q(ap, o n

M=—22(Yi —ap—o%)=0 , M=_22Xi (Yi —ag— o) =0
dag = doy i1

esitlikleri elde edilir. Buradan da,

n n n
2(Yi—ag-a¥)=0 = nay +o 2% =Y
i-1 i1 ia

n n n n
2
2 Xi(Yi—ag—anX) =0=ap ) X+ X X =2 %Y
i=1 i=1 i=1 i=1
denklemleri elde edilir. o ve a; parametrelerinin en kiigiik kareler tahmin edicileri g ve o
olmak iizere denklemler,
i L n L NP
Ndy +o1 2% =2Y; . QlX+a) X =2.%Y,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
seklinde yazilir. Bu denklemlere “normal denklemler ” denir. Normal denklemlerin ¢éztimleri,
-1
. N o \2 N - - A
0 = {Z (X —Xq) } {Z (% = Xp)(Y; _Yn)} Ve ag=Y,-aX,
i=1 i=1
seklinde olup bu ¢ozlimler «, ve «, parametrelerinin en kiigiik kareler tahmin edicileridir. Bu

tahmin edicilerin yansizlik etkinlik gibi istatistiksel oOzellikleri ileride incelenecektir.
Parametrelerin en kii¢iik kareler tahmin edicileri kullanilarak kestirim denklemi,

A

Yi :d0+0?1xi , i=1,2,3,...,n

seklinde yazilir. Kestirim denkleminden elde edilen kestirimler kullanilarak artiklar da
1=12,3,..,n igin & =Y; —YAi seklinde hesaplanir. Bu kestirim ve artiklardan,



4 N w2 o2 Dy oy g2 o2
SST =3 (Y, —V,) =Y Y2 -nV2, SSR=3 (V: -V,) = S ¥.2—n¥2, SSE =SST —SSR
i=1 i=1 i=1 i-1

kareler toplamlari hesaplanarak ANOVA (ANalysis Of VAriance) tablosu asagidaki gibi
olusturulur.

Kaynak Serbestlik Kareler Ortalama Kareler F Degeri
Derecesi Toplami1 Toplami1
Regresyon 1 SSR MSR =SSR /1 F = MSR/MSE
Artiklar n-—2 SSE MSE = SSE /(n-2)
Toplam n-1 SST

Buradaki F degeri, parametrelerin veya one siiriilen modelin uygunlugunu simnamak igin
kullanilir. MSE istatistiginin degeri de hata terimlerinin varyansi olan o nin (yansiz) bir

tahmin degeridir. Bununla birlikte, R% =SSR/SST oram, “x lerin Y leri actklama ytizdesidir

(coefficient of multiple determination)”. Bu deger ne kadar biiyiik ise “model de o kadar iyidir”
denebilir.

Tahmin edicilerinin istatistiki dzelliklerine gegmeden, Yj =g+ a1 Xj+€j,i=12,...,n

seklindeki basit dogrusal regresyon modelini

Y1 1 X ] € Yol [1 X e |
Y2 1 XZ o €- Y2 1 X2 o €-
0 0
y= , X= . B= e =| icin | | = nE
al . . . . 0(1
_Yn_ _1 Xn_ _en_ _Yn_ _l Xn_ _en_

bigiminde yazalim. Yani basit dogrusal regresyon modeli, y =X S+e seklinde yazilabilir. Bu
yazilis ile normal denklemler, XX ,@ = X"y seklinde olup ¢oziimii ,@ =(XX)*X"y dir.
Basit dogrusal regresyon modeli y =X f+e seklinde verildiginde varsayimlar; |, nxn
boyutlu birim matrisi gostermek iizere, X  (tasarirm matrisi) biliniyor ve
E(e) =0, Var(e) = o2 Iy sekline doniisiir. Bu durumda, E(y)=X g ve Var(y) =62|n dir.

Boylece, parametrelerin en kiiciik kareler tahmin edicisinin beklenen deger ve varyansi sirasi
ile,

E(5)=E[(XX) X" y]=(XX) ' X'E(y) = (XX) XX 8=

ve



Var(B) =Var[(XX) X"yl = (XX) ™ X'Var(y) X (XX)™
= (XX) X" (1) X (XX) P =a?(XX)?

seklinde olur. Yani, B =(XX )*1 X"y en kii¢iik kareler tahmin edicisi £ igin yansizdir. Ayrica

Iy

p, Yy ye gore lineer olup £ nin lineer yansiz tahmin edicisidir. Diger taraftan, verilen

regresyon modeli Teorem (8.3.4) de verilen Gauss-Markov Teoreminin kosullarini saglar.
Dolayist ile, biitiin 2 lar i¢in 4’4 tahminlenebilir olup, @',3 biitlin lineer yansiz tahmin ediciler

arasinda en kiiciik varyanshdir. Yani, ¢ ve ¢; biitiin lineer yansiz tahmin ediciler arasinda en
kiigiik varyanslidir. Bir baska ifade ile, &y ve @ “en iyi lineer yansiz tahmin ediciler” (Best
Lineer Unbiased Estimator, BLUE) dir. Kisaca, S nin BLUE tahmin edicisi ﬁ= (XX) X"y
dir.

Simdi, hata terimlerinin normal dagilima sahip oldugunu varsayalim. iliskisiz (i # j igin
Cov(ej,ej) =0) normal dagilima sahip rasgele degiskenler bagimsizdir. Béylece, Y; ler de
normaldir. Yani y~MN(X ﬂ,azln) olup, en kiiglik kareler tahmin edicisi de
,é“‘MN(ﬂ,(XX)_lUZ) seklinde iki boyutlu normaldir. Cok degiskenli normal dagilimin
ozelliklerinden, bilesenlerinin de normal oldugunu biliyoruz. O halde, i =0,1 igin (XX )|_+11| "
, (XX )_1 matrisinin (i +1). satir ve (i +1). stitun elemanini géstermek tizere, en kiigiik kareler
tahmin edicileri de i =0,1 igin

i ~ N(ej, (XX)ii1is207)

seklinde normal dagilir. MSE nin o2 nin yansiz bir tahmin edicisi oldugunu sdylemistik.
Dolayist ile, i =0,1 i¢in, Sr%(o?i) = MSE (X X)i_+11,i+l olmak tizere, @; ile MSE bagimsiz olup
(& —aj) ! Sy (¢) ~ t,_, dir. Buna gore, parametreler i¢in hipotez testleri yapilabilir, giiven
araliklar olusturulabilir. Hg:a; =a; ¢ hipotezi H, ¢ # ¢ ¢ alternatif hipotezine karsi test
edilmek istendiginde ty = (&; —ajo)/s(¢;) olmak lizere, [t | >ty »(a/2) ise Hy:aj =0
hipotezi o —anlam diizeyinde H, :a; # ¢ alternatif hipotezine karsi red edilir. Benzer
sekilde tek yonlii hipotezler de test edilebilir. Altenatif hipotez H, !¢ > ¢ seklinde ise,
th>t,_»(a) icin Hy:a; =ajo hipotezi red edilir. H,:a; <ajo alternatif hipotezi igin
th<-t, () ise Hy:a;=a;, hipotezi red edilir’. Parametreler i¢in giiven araliklari da
aj £s(a;)t,_o (a1 2) seklindedir.



Parametreler tahmin edildikten sonra kestirimler yapilir. Kestirimlerin Y; = dq + dyX;

seklinde hesaplandigini1 biliyoruz. Yani kestirim vektorii § =X ,B olup hata terimlerinin

normalligi varsayimi altinda § nin dagilimi, § ~ MN(X A, X (XX )_1 X'c?)

dir. Buradan kestirimler igin de istatistiki sonug ¢ikarimlar yapilabilir. Ornegin, X = X, i¢in bir

kestirim X, = (L, x,) olmak iizere ¥, = X, ,é dir. Ayrica,
E(9n) =ECH A)=Xi8 ve Var(§n) =Var(x, §) =, (XX) "% 0°

sz(yh) =X (X X)_1)~(h MSE den vy, i¢in bir giiven araligt ¥, £S(Y,)t_o(a/2) seklinde
olusturulur.

Kestirimler hakkinda istatistiki sonug ¢ikarimlar yerine, 6rneklemin disinda belirlenen yeni
bir Xh, yeni degerine karsilik gelen Y rasgele degiskeninin degeri de kestirilebilir. Boyle bir

problem i¢in, Y, rasgele degiskeni, Y;,Y,,...,Y, lerden bagimsizdir. Parametre tahminleri
Y1,Y5,...,Y, Orneklemine bagl olarak yapildig: i¢in hesaplanan YAh’ yeni degeri drneklemin bir

fonksiyonudur. Yani, Yy, yen; 0rneklemden bagimsiz yeni bir rasgele degiskendir. Buna gore,

Y, —YAh,yeni ~N(0,Var(Yp) +VarNh,yeni))

YAh —YAh,yeni ~ N(O,GZ[Z(E(XX)_l)Sh +1])

yazilir. Ayrica,

(Vi =V, yeni) /| MSELXh (X X)Ly +2] ~t_,

olup, Yh, yeni igin bir giiven aralig1 da

Yy +to o (! 2)\/ MSE[xp, (X X )_l X +1]

seklinde olusturulur.

Simdi, buraya kadar yapilanlar1 6zetlemek icin asagidaki 6rnegi inceleyelim. Buradaki
veriler tamamen uydurma verilerdir.

Ornek 10.2.1 Bir fabrikada calisan isci sayis1 ( X ) ile fabrikanm iiretim miktari (ton olarak)
arasinda basit dogrusal bir iliskinin var oldugunu kabul edelim. Bu modele uygun oldugu
varsayilan agagidaki verileri kullanarak buraya kadar yapilanlar1 6zetleyelim.

X | 40 80 120 160 200
Y | 440 450 690 820 930

Bu verilere Y; =ag+aq X +e;,i1=12,3,4,5 seklinde bir model uygun olsun.

a) Parametrelerin en kiigiik kareler tahmin degerleri i¢in baz1 6zet bilgiler:

8



n n n
> X =600 , X, =120, Y x? =88000, Y (xi—X,)?=16000, > xy; = 453600
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n
>y =3330 , ¥, =666, Y y2=2409500, > (yi-¥,)? =191720
=

olarak hesaplanmistir. Buna gore modelin egiminin (& ) en kiigiik kareler tahmin degeri,

n -1 n n -1 n
&1:{Z(Xi_yn)2} |:Z(Xi_Xn)(Yi_yn):|:|:Z(Xi_Yn)2} {zxiyi_nin Vn:|
i=1 i=1 i=1 i=1
= [16000]‘1 [453600-5(120)(666) | = 54000/16000 = 3.375

ve modelin kesim noktasinin (intercept, ) en kiigiik kareler tahmin degeri de,
ag =Yp— X, =666—(3.375)(120) = 261

olarak hesaplanmistir. Yani, kestirim denklemi Y; = 261+3.375; dir.
b) Y; = 261+3.375x; kestirim denklemi kullamlarak kestirim ve artik degerler,
Y, =261+3.375% =261+3.375(40) =396 , & =Y; Y, =440—396 = 44
Y, =261+3.375x, =261+3.375(80) =531 , é,=Y,-Y, =450-531=-81
Y3 =261+3.375x3 =261+3.375(120) =666 , 63=Y3—Y;=690-666 =24
Y, =261+3.375x, =261+3.375(160) =801 , €, =Y,-Y, =820-801=19
Y5 =261+3.375x; = 261+3.375(200) =936 , € =Y: —Ys =930-936 =6

seklindedir. Hesaplanan bu degerlerden,

-

n n n n
=0, 2y=>79=330, >x&=0 ve > V=0
i1 4 i=1 =1

i=1

oldugu goriliir. Yani y, = §n dir. Model kesim noktas1 (g ) igerdigi siirece bu esitlikler her

zaman dogrudur. Bu sonugclar, ileride gorecegimiz ¢oklu regresyon modelleri i¢in de gecerli
olup normal denklemlerin bir sonucudur (Probloem (10.5.1)).

¢) ANOVA tablosunu hazirlayalim. Bunun i¢in gerekli toplamlar,
n n
SST =Y (y; —V,)? =191720 , SSR =3 §2 —ny? = 2400030 —5(666)> =182250,

i=1 i=1
SSE = SST —SSR =191720-182250 = 9470

seklinde hesaplanmistir. ANOVA tablosu asagidaki gibi olup R?=SSR/SST =0.95 dir.
Fabrikanin liretim miktar1 yaklasik %95 oraninda c¢alisan isci sayist ile agiklanmaktadir.



Kaynak Serbestlik | Kareler Ortalama Kareler F Degeri
Derecesi Toplam1 Toplam1

Regresyon 1 SSR =182250 MSR =182250 F=57.74

Artiklar 3 SSE =9470 MSE =3156.67

Toplam 4 SST =191720

d) Parametreler i¢cin %95 lik giiven aralig1 i¢in standart hatalarin
2/~ -1 ;
Sn () = MSE (X X)ijg,ig ,1=0,1

ile hesaplandigini biliyoruz. Buradan XX matrisi ile bu matrisin tersi

n z X
i-1 5 600 1 1.1 —0.0075
n n 5 600 88000 —0.0075 0.0000625
Z X Z Xi
i=1 i=1

seklinde hesaplanmistir. & =0.05 i¢in t3(0.025) = 3.182 olup standart hatalar
52 (dp) = MSE (X X)1i = (3156.67) (1.1) =3472.23 , s, () = +/3472.23 =58.92

s2(dq) = MSE(X X )55 = (3156.67) (0.0000625) = 0.1973, s,,(¢;) =~/0.1973= 0.444
olarak bulunmustur. Buna gére parametreler igin giiven araliklari,
ap i¢in %95 lik giiven aralii : &g £5,(ag)t,_2(a/2) den (73.52, 448.48)
aq i¢in %95 lik giiven araligi : &g £, () t,_»(a/2) den (1.962,4.788)
seklinde elde edilmistir.

e) Fabrika sahibi 250 isci ¢alistirmis olsaydi, yapilacak tiretim miktar igin bir kestirimde
bulunup, bu kestirim i¢in %95 lik giiven aralig1 olusturalim. Once, x =250 icin Y nin bir
kestirimi  §,_,50 = 261+3.375(250) =1104.75 dir. Bu kestirimin standart hatas1 da

Xy =(1L250)  olmak iizere,  S2(Y,_p50) =MSE(@+x}(XX)1x,)=7122.23  den
Sn (¥ xeo50) =V7122.23 =84.4 dir. %95 lik giiven aralig: ise, t3(0.025) =3.182 olmak iizere,
Y =250 £ 50 (¥ x=250)th_2(a/2) de degerler yerine yazilirsa (836.19,1373.31) olarak elde

edilmistir. Yani, yukaridaki veriler igin regresyon varsayimlari gegerli ise, fabrika sahibi 250 isci
calistirdiginda yapilacak {iretim miktarinin %95 ihtimalle 836 ile 1374 ton arasinda olmasi
beklenir ®
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