4. HAFTA
Siirekli Rasgele Vektoriin Ortak Dagilim ve Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

XXy X, ‘nin her biri siirekli rasgele degiskenler ise, X' = (X, X5, X)) rasgele vektori

siirekli ortak dagilima sahiptir.

Tamm: X'=(X,,X,,..., X ,)bir rasgele vektdr ve bu rasgele vektoriin dagilim fonksiyonu

Fy ()= Fiy e (o)
=Fy(x,%,..,X,)

=P(X, <x,X,<x,,..X <x)

P P

drr.

Tamm: X'=(X,X,,...,X,) ortak dagilim fonksiyonu

Fy(x,%)500,x,) = P(X, <x,X,<x),...,X,<x,)

P

P

olan bir rasgele vektor olsun. ' siirekli ve _or kismi tirevi varise X' = (X, X,,...,X )
Ox,0x,...0x

P
rasgele vektorii stirekli ortak dagilima sahiptir.
Tamm: X'=(X,,X,,..,X,) sirekli ortak dagilima sahip bir rasgele vektor olsun.

X'=(X,,X,,..., X ) rasgele vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

Sx(X)=fy x,...
= fy (X, %y5000X,)
_O0"Fy(x,xy,...,X,)

Ox,0x,..0x,,

X, (X1, X5505X,)

ile verilir.
Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu olasiliklar1 bulmada kullanilir. Tek degiskenli durumda

Ac R igin

P(X e A)| fy(x)d,

ve ¢ok degiskenli durumda



AcCR? igin
P(Xed)=|[ [ fy(rxp0mx,)d, .0, . d,
A
dir.
Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonunun Ozellikleri

i) Biitiin x,,x,,...,x, ’ler i¢in J.f)!(xl,xz,...,xp)ZO
A

o0

ii) T T"'J‘fX(xl"XZ""’xp)dx,],.“,d a, =1

277N
—00 -0  —00
oY
iii) Fy(x,x,,...,X,) = _[ J."'J.fX(yl’yz""’yp)dyp,...,dyz,dyl
—00 —00  —00
AcR?

iv) olan herhangi bir 4 bolgesi i¢in

P(X € A)= J.fX(xl,xz,...,xp)dxp sond,d,
A

dir. 1) inci ve ii) inci 6zellikler f (x,,x,,...,x,) "in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu olmasi

icin gerekli sartlardir.

N X
Ornek: X = {Y } c R’ olmak iizere X ’in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

)= fo () 1; 0<x<1, 0<y<1
X)= X,y)=
O x5 Y 0 ; diger yerlerde

bi¢iminde olsun.

a) fyy(x,y) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gosteriniz.
b) F,,(x,y)ortak dagilim fonksiyonunu bulunuz.

c) P(X+Y <1) olasiliginin degerini bulunuz.
Coziim:

a) 1)’nin tammundan V_ i¢in f ,(x,y) = 0dur.

iyden | [ i (0,4, 1



[ ] fratenid,d, =[ 1 d,d,
00

—00 —00

= [([¥]) d.
=[1a,
=([x])
=1
fep(x)>0
L/
0 1 B

dir ve f, ,(x,y)ortak olasilik yogunluk fonksiyonudur.

b)

FX,Y (x,y)= ji j. fx,y(uav)dvdu

—00 —0

- j)jl dd,

dir ve buradan
Fyy(x,y)=xy ; 0<x<I, 0<y<]

olarak elde edilir.



¢) P(X+Y <I)olasihigim1 bulmak i¢in dogru bolge lizerinde ortak olasilik yogunluk
fonksiyonun c¢ift katli integraline ihtiya¢ vardir. Bolge Oyle belirlenecek ki hem

Sy (x,»)>0 ve x+y <1 olsun.

x+ty=l=>y=1-x

1 ) x+y=1 dogrusu

frr(x.3) M) /7

1 1-x
PX+Y<)= [ [ fo (o0 d,
x=0 y=0
1 1-x

[1d,a,
0

I
e~ O —— O

=,

<

| I

(=]

A

Q.
=

olarak bulunur.
Ornek : X' =(X,Y) rasgele vektorii

—x-y

e 5 x,yZ 0
X, =
Sy (x,¥) {0 ; diger yerlerde

ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun.



a) F,,(x,y)dagihm fonksiyonunu elde ediniz.

b) P(X <Y) olasiliginin degerini bulunuz.

Coziim:
)
x Yy
Fyy o) = [ [ frr@v)d,d,

Il
R e L e N e T
®,

=
—~
—

®,
<
U

<
~
W

= e (7 "),
0
=[e(1-e)d,
0
=(1-e)[e" d,
0

1\
=(-e-e" ]

=(l—e”)(1-€) : x,y20
olarak bulunur.

b) P(X <Y) olasiligi i¢in x = y sinir dogrusuna bakalim.

¥ \\
-~ \ 2 x =y dogrusu

x

v; (0,00) araliginda ve sabit y i¢in x; (0, y) araliginda deger alir.



o Yy

PX<Y)= [ [ fey(ryMdd,

0x=0

~<
I

e’”dd

S S—

e(.y[ td)d,

~
Q
<
|
m\
=
| I—
PR
L

LM

y

Sl 8§ O 8§ O 8 O =3

e (~(e” — "),

=[er(1-ed,

bulunur.

Siirekli Rasgele Degiskenlerin Marjinal ve Kosullu Yogunluk Fonksiyonlar:
Kesikli rasgele degiskenler i¢in verilen sonuglar, siirekli rasgele degiskenler i¢in de
gegerlidir. Basitlik i¢cin X' =(X,Y) olan iki degiskenli siirekli bir rasgele vektor goz
ontine alinsin.

Tamm: X'=(X,Y) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f, , (x, y) olan ortak dagilima

sahip siirekli bir rasgele vektor ise, X rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu
Se@)= [ Loy (e 0)d,
ve benzer bicimde Y rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu

S0 = [ frer(en)d,

dir.
Tamm: X'=(X,Y) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f, , (x, y) olan ortak dagilima

sahip siirekli bir rasgele vektor ise, Y rasgele de§iskenin degeri verildiginde X rasgele

degiskeninin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu



fX,Y(x’y)

Y ly)=
Lar I =00

’ fY(y)>0

olarak elde edilir.
Dagilim fonksiyonu ile ¢calismak, yogunluk fonksiyonu ile ¢aligmaktan daha kolaydir.
X rasgele degiskeninin F, (x) dagilim fonksiyonunu géz 6niine alalim.
F,(x)=P(X <x)
=P(X<x, —0<y<o)

=Lyy (X, OO)
X

[ [ furturrd g,

—00 —0

X

= [ gy,

dir. Boylece Xrasgele degiskeni

S () =Fy(x)
=g(x)

~ [ feyrnd,

marjinal yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Benzer bigimde Y rasgele degiskeni

(M =F ()
=g(y)

= ]3 fX,Y(x5 »yd,

marjinal yogunluk fonksiyonuna sahiptir.

vy (x/y) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu tam olarak anlamin1 anlamak biraz
zordur. Kosullu olasiliklar P(Y = y) =0 oldugundan, P(X <x/Y = y) ’den bulunamaz.
Yani Y = yiizerine kosul konulamaz. Bunun yerine limit arglimanlarina basvurulur.

Limit durumunda kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:



FX/Y(x/y):kingP(XSx/y—hSYSy+h)

x y+h
[ | fey@wadd,
=lim{ ="
h—0 yin
j j}(v)dv
y—h

[ 20w ),
=lim{=

e 201, ()

y+h y+h
dir. Burada h—0 icin [ fy,(u,)d, > 2k, (w,y) ve | f,(md, > 2hf,(y)dir.
y—h y=h
Boylece,
[ fey@y)d,
Fyy(x/y)==

Iy (¥)
elde edilir. Bu fonksiyonun tiirevi alinarak, kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu
d
Jew(x/y)= a(FX/Y(X/y))

_Sar ()

1,050
ho

bi¢ciminde bulunur.

Ornek : X' =(X,Y) rasgele vektorii ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

e 0<x<y

X,y)=
S () {0 ; diger yerlerde

bi¢ciminde olsun.

a) Xrasgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu f, (x) ’i bulunuz.
b) Y rasgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu f, () ’1 bulunuz.

¢) fy,y(x/y) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.



Coziim:

a) [0 = [ fey(x2)d,

J,'f’

x’in sabit bir degeri i¢in x = y dir ve x =0 i¢in y sabit bir deger alir.

Le@)= [ Loy (rp)d,

dir ve

e x>0

xX)=
Jx () {O ; diger yerlerde

Bu da A parametreli tisteldir ve X ~ Exp(A) dagilir.

b) £, = [ fey(x2)d,



x =¥ dogrusu

sahit ¥ 1 s

2

|

Syy(x,y)=0 , x>y dir. Buradan
y
£ ) =] fey ),
0
’
= [red,

=22 ()

=’ ye_”
dir ve
Aye™ ;>0
fY )= .
0 ; diger yerlerde

olmak iizere Y ~ Gamma(a = 2,4) dagilir.

fXY(xay)
oy (X y) ==
oI =200

e

dir ve

1

— ;0<x<y
Sr(=1y

0 ; diger yerlerde

olmak tizere (X /Y)~U(0,Y) dagilr.



Sy (x1 )

—

e

Ornek : X' =(X,Y) rasgele vektorii ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

x+y 5 0<x<1l, 0<x<1, x+y<l1
Sey(6y)=74x-2y; 0<x<I, 0<x<I, x+y>1
0 ; diger yerlerde

bi¢iminde olsun.

a) Xrasgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu f) (x) ’1 bulunuz.
b) Y rasgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu f, () ’1 bulunuz.

¢) fy,y(x/y) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Coziim:

x+y>1

VP bl fur(e)=4x-2y

x+y=l
bolgesi | 7 | x+y=1




a) fy(x)= ij,Y(x’y)dy

burada
0 ; ¥<0
0 ; y>1

Sry(6y)=1x+y ; 0<y<l-x
4x-2y; 1-x<y<1

0 ; diger yerlerde

dir. Boylece

fe@) = [ 4 p)d, + [ (4x+2y)d,

1
=+ | )+ (] )

0

:x(l—x)+%+(4x—1)—(4x—x)—(1—x)2

=—X —2x+l

dir ve

2)c2—2)c+l ; 0<x<1

Sr(x)=42
0 ; diger yerlerde

olarak elde edilir.

b) Benzer sekilde Y rasgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu;

£ )= %(1+8y—9y2) ; 0<y<l1
() =

0 ; diger yerlerde
dir.



Sy (X5,))
fX/Y(X/y):Xf)}./T 5 xaye[oal]
Y
I xry ; x+y<l1
5(l+8y—9y2)
I dx=2y ; x+y>1
5(l+8y—9y2)

dir.

Siirekli Rasgele Degiskenlerin Bagimsizhigi

Tamm: X'=(X,X,,..,X,) p-boyutlu bir rasgele vektdr olsun. X rasgele vektoriiniin
elamanlari olan X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin (stokastik) bagimsiz olmasi i¢in tiim

X, %,,..., X, ler i¢in gerek ve yeter sart;

P
a) FX1,X2 ..... Xp(‘xl’x2""’xp):HFXI.(‘XI‘)
i<l

veya
)4
b) le,X2 ..... X, (%X, Xy, X)) = Hfo (x,)
i=1
olmasidir.

Ozel olarak X' =(X,Y) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu fyy(x,y) ve marjinal olasilik

fonksiyonlar1 f,(x)ve f,(»y) olan siirekli bir rasgele vektdr olsun. X ve Y rasgele

degiskenlerinin (istatistiksel) bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart tiim x ve y’ler i¢in

fX,Y(x’y):fX(x)fY(y)

olmasidir.

Torem: X ve Y rasgele degiskenlerinin (istatistiksel) bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart

tlim x ve y’ler i¢in



FX,Y(x>y) = Fx(x)Fy(y)
olmalidir.

Ispat: ilk olarak
FX,Y(x>y) =Fy(0)F,(y)

olsun. Buradan,

2

f@mwzfaw”mw)

0,0,
_ (OF(x), OF,(y)
=( . X 2,
= fx () fy ()

(Fy (D) F ()

)

dir. Boylece, tanimdan X ve Y siirekli rasgele degiskenleri (istatistiksel) bagimsizdir.

Diger taraftan, X ve Y rasgele degiskenleri (istatistiksel) bagimsiz olsun. Buradan,
ey (6 )= () [y (¥)

dir. Boylece,

Fyy (x,y)= ji j. fx,y(“av)dudv

—00 —00
X Y

= [ [ fe@f,0d 4,

—00 —00

{j&wmﬂjﬂma}
= Fy(0F,(7)

dir.
Ortak Siirekli Rasgele Degiskenlerin Beklenen Degeri
X'=(X,,X,,....,X,) ortak olasihk yogunluk fonksiyonu fy , ¢ (%,%,,...x,) olan siirekli

bir rasgele vektor ve g:R” — R ’ye bir fonksiyon olsun. Buradan,



EQX, X X )= [ [ o [ 80X, ) vy (50X x,), ol

=—00 X, == X,=—0

dir. Ozel olarak X' =(X,Y) rasgele vektorii i¢in

E@X. )= [ [ g(xx)fyy(x)d,dd,

X=—00 y=—00
dir.
Siirekli Rasgele Degiskenler icin Beklenen Degerin Ozellikleri:

Stirekli rasgele degiskenler i¢in var olmasi halinde beklenen degerin 6zellikleri, kesikli rasgele

degiskenler ile aynidir. Bu nedenle asagidaki ifadelerin ispatlar1 kesikli durum i¢in yapilanlarla

0

aynidir. Burada Z yerine, I integrali gelmektedir.

i) X'=(X,X,,...,X,) p-boyutlu siirekli bir rasgele vektdr ve a , b sabitleri ve g , &

fonksiyonlar1 (g :R” -> R, A:R” > R) igin
E(a g(X)+b h(X)) =aE(g(X))+bE(h(X))

dir.

ii) X ve Y siirekli rasgele degiskenleri igin

E(X+Y)=EX)+E®Y)

dir. Bu sonugtan X, X,,..., X, siirekli rasgele degiskenleri i¢in
E(X,+ X, +..+ X)) =EX)+E(X,)+..+E(X))

dir. Burada X, X,,.... X , ’lerin bagimsiz olmasi gerekmez.

iii) X ve Y bagimsiz siirekli rasgele degiskenler ve g, 4 (g,h:R — R ) fonksiyonlar ise
E(XY)=E(X)E(Y)

Ve
E(g(X) 1Y) = E(g(X)) E(h(Y))

dir.



Siirekli Rasgele Degiskenler icin Kovaryans ve Korelasyon
X ve Y stirekli rasgele degiskenleri i¢in

Cow(X,Y)=E[(X —E(X))Y - E(Y))]
=E(XY)-E(X)E(Y)
= E(XY)— pypty

dir. Burada,

E(XY) = ]E T fo,y(xay)dydx

X=—00 y=—00
dir ve

Cov(X,Y)
JVar(X)/Var(Y)

Corr(X,Y)=

dir.
Kosullu Beklenen Deger

X ve Y siirekli rasgele degiskenleri i¢in Y =y verildiginde, X rasgele degiskenin kosullu

beklenen degeri
ECX 1Y =)= [ ofion e/ 90,
dir. Benzer bi¢cimde
E(g(X)/Y =)= zg(x)fm(x /),

dir.

E(g(X)/Y =y), y’nin bir fonksiyonu ()’ye bagli bir say1) olmasina ragmen, E(g(X)/Y) bir
rasgele degiskendir ve rasgelelik Y’ den gelmektedir.

Teorem: Asagidaki beklenen degerler sonlu ise X ve Y siirekli rasgele degiskenleri i¢in

i) E(X)=EJ[EX/Y)]

ii) g’nin her fonksiyonu i¢in



E(g(X)) = E,[E(g(X)/Y)]

i) Var(X)=E,[Var(X /Y)|+Var,[E(X/Y)]

Ispat: Kesikli rasgele degiskenler icin verilen ispatla aymidir. Bu nedenle ispatlar tekrar

0

verilmeyecek. Burada Z yerine, I integrali gelmektedir.

X —0



