8. HAFTA

Rasgele Degiskenlerin Lineer Bilesimlerinin Orneklem Degerleri

¢ elamanlari sabitler olan px1 tipinde bir vektor ve X' = (X X, o X, ) rasgele bir vektor

olmak tizere, bir ¢cok ¢ok degiskenli yontemde lineer bilesim olarak
! —
cX=cX +,X)++c, X,
formu gézoniine alinir. Bu lineer formun ; inci gozlem degeri
c'’X.=c¢x, +C,x,, ++e X j=12,..,n
85 T M TNy P 250
dir. Buradan ¢'x ; lineer bilesimin drneklem ortalamas:

! 2 ’
(gzl +£§2 +“.+£§n) = C'(él +§2 +"'+§n
n B n

—
=CX

)

ve 6rneklem varyanst:

(c'x,—cX)’+(c'x, X))’ ++(c'x, —X)’

n—1
_ X -XE -X) e+ (X X)X, -D) et + (X, - D, —X) e

n—1
_ C,[(él ~X)(E, —X) + (X, X)X, - %)+ + (X, ~X)(E, —X)'}

C

n—1

=c'Sc
dir.
Ikinci bir lineer bilesim
bX=bX +bX,++b X,

olmak tizere lineer bilesimin j inci gézlem degeri

! .
bX, =bx,, +bx,, +-+bx, , j=12,.,n

dir ve b'x ; lineer bilesimin 6rneklem ortalamas:



X, +X, ++X,

b( )
n

=bX

(Qyﬁl +Q’§z +e- +é’§n) _
n

ve Orneklem varyanst:

(b'’x,—b%)’ +(0'x, ~bX)’ +-+(b'x, —b'X)’

n—1
_ D& - -X)'b+b' (%, — X)X, —X)'b++b'(x, - X)X, —X)'b
n—1
_ b,[(& —X)(x, —X) +(x, —X)(X, - X)' +-+(x, —X)(X, —X)'}b
= n—1 -
=b'S

dir. Bununla birlikte 5'x ; ve ¢'x; lineer bilesimleri arasindaki 6rneklem kovaryans:

(b'x, —bX)(c'’x, —cX)+(b'x, - bX)(c'x, —cX) +---+(bx, —bX)(c'X, — cX)
n—1
_b'(x, =X)(x, —-X) c+D'(x, -X)(x, =X)'c+--+b'(x, —X)(X, —X)'c

n—1
,[(51 —X)(x, %) +(x, ~X)(x, - X) +-+(x, - X)X, —X)'} .

n—1

| S

b'S

dir.

Ornek: X veri matrisi ve elemanlari sabitler olan b ve ¢ vektorleri

2 4 4 6 2 3
X={6 1 5 0|, b=|-3|, c=| 4
3278 1 -2

olarak  wverilsin. Burada n=4 ve p=3 dir. b X=bX +bX,+bX, ve
c'X =¢ X, +¢,X, +¢,X; lineer bilegsimlerinin 6rneklem ortalamalarini, 6rneklem varyanslarini

ve iki lineer bilesim arasindaki 6rneklem kovaryans degerlerini;

a. Lineer bilesimlerin degerlerini elde ederek,
b. X veri matrisinden elde edilen 6rneklem ortalama vektoriinii ve 6rneklem varyans-

kovaryans matrisinden yararlanarak

bulunuz.



Coziim:

a. b'x;, j=1,2,3,4, lineer bilesiminin rneklem degerleri

xll
by =[2 -3 1 x,
X3
2
=[2 -3 1]|6
3
=(2)2)+(=3)(6) +(1)(3)
=-11
4
b'x,=[2 -3 1]|1
2
=2)4)+ )M+ D)
=7
4
bx;=[2 -3 1]|5
7
=(2)(4)+(=3)3)+ ()
=0
6
b'x,=[2 -3 1]|0
8
=(2)(6)+(=3)(0) +(1)(8)
=20
olarak bulunur. Buradan
b'X ’ 6rneklem ortalamasi = 1+ 7+0+20 = 16 =4

4 4

b'X > 6rneklem varyan

C(-11=4) 4+ (T—4) +(0—4)* +(20—4)> _ 225+9+16+256
3 3

:¥:168.66

olarak bulunur.



Aym sekilde ¢'x; , j=1,2,3,4, lineer bilesiminin drneklem degerleri

X
cdx,=[3 4 2]x,
X3
2
=[3 4 -2]|6
3
=3)2)+(4)(6) +(=2)(3)
~24
4
cx,=[3 4 2|1
2
=)@ +(HD+(=2)(2)
=12
4
g'§3:[3 4 —2] 5
7
=)@+ ) +(=2)T7)
=18
6
¢x,=[3 4 -2]|0
8
=(3)(6)+(4(0) +(=2)(8)
=2

olmak tizere

24+12+18+2 56
4 4

14

¢'X ’ 6rneklem ortalamasi =

¢'X ’ 6rneklem varyansi

C(24-14) +(12-14)* +(18—14)° +(2—-14)> _100+4+16+144
3 3

2% g
3

olarak bulunur.

b'X ile ¢'X lineer bilesimleri arasindaki 6rneklem kovaryansi



_(-11-4)(24-14)+ (7 - 4)(12-14) + (0-4)(18—14) + (20— 4)(2 - 14)

3
_—150-6-16-192 364 364
_ : ===

=-121.33

dir.

b. X veri matrisinden 6rneklem ortalama vektorii ve 6rneklem varyans-kovaryans

matrisi
8 4 10
% : 26 35
X=|% |=[3|veS=|4 = —
_ 3 3
" 10 -5 26
L3 3]
olarak elde edilir. Buradan
b'X ’ orneklem ortalamasi,
E
b'_=:[2 -3 1] X,
| X
4
=[2 -3 1]|3
5
=)@+ (=3)3)+ M)

=4

b'X "’ drneklem varyansi



8 4 10
3 31
Q’ng[z -3 1] -4 26 =3 -3
3 3
10 -5 26 I
3 3 3
6 ]
3
:[2 -3 1] ﬂ
3
61
3]
62 -107 61
= (2)(?) +(=3)( 3 )+ (1)(?)
506
ER

elde edilir. Ayn sekilde

¢'X ’ orneklem ortalamasi,

=34+ (4)(_3) +(=2)(5)
=14



¢'X ’ orneklem varyansi

8 4, 10
: 26 35 >
cSc=[3 4 2]|4 — —| 4
303,
10 -5 267
L 3]
o
3
=[3 4 -2] 78
3
2
L 3
—44 78 —42
=B+ D)+ (2(—)
3 3 3
_20% g3
3

olarak bulunur.

Ayrica b'X ile ¢'X lineer bilesimleri arasindaki 6rneklem kovaryansi

8 4, 10
3 3 301,
b'Se=[2 -3 1]|4 = 24
303
0 =5 26
L 3 3
]
3
P Yk
3
-2
L 3
—44 78 —42
=2)(—)+(B)(=—)+D(—
()(3) ( )(3) ()(3)
3% o33
3

Sonugta a. ve b. siklarinda ayn1 sonuclar elde edilmistir.



Rasgele Orneklem, Orneklem Ortalama Vektorii ve Orneklem Varyans-Kovaryans

Matrisinin Beklenen Degeri

Istatistiksel sonu¢ cikarimi yapabilmek igin 6rneklem ortalama vektdrii X ve Orneklem
varyans-kovaryans matrisi §, gibi istatistiklerin orneklemden ornekleme degiskenligi

incelenirken, degiskenler hakkinda varsayimlar yapmaya ihtiya¢ vardir.

Verilerin heniiz gézlenmedigini ancak » tane birim iizerinde, p tane degiskenin Slgiilecegi
kabul edilir. Olgiimler yapilmadan 6nce, genellikle dlgiimlerin aldigi degerler tam olarak
bilinmemektedir. Sonug olarak bu 6l¢iimlere rasgele degisken olarak bakilir. Veri matrisinin

(4,j)inci elamant X, (i=1,2,..,p; j=12,..,n)rasgele degiskeni olsun. p tane degisken

lizerinde X, ol¢timlerin her kiimesi bir rasgele vektordiir ve bu vektorlerden olusan rasgele

matris
X, X, X, X,
o E Xy
_X.pl X.pz Xy X
bigimindedir.

X, matrisindeki X, X,,..., X situn vektorleri, f,(X)=f(x,x,,...,x,)olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip ortak dagilimdan bagimsiz gozlemler verirlerse, X, X,,..., X, , f, (x)den
rasgele bir 6rneklem formudur denir. Matematiksel olarak X, X,,..., X’ in rasgele drneklem
olmasi i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,), f,(X,), , f,(x,) fonksiyonlarinin
carpimi ile verilmektedir. Burada f(x;) = f(x,;,x,;,...,Xx,;) ,j Inci stitun vektorii igin yogunluk
fonksiyonudur.

Sonu¢: X, X,,..,X, ortalama vektori uve varyans-kovaryans matrisi Xolan ortak

dagilimdan rasgele bir 6rneklem olmak iizere
a. E(X)=u

b. Cov(X)= 12
n

e E(s)=("hs
n

dir.



Ispat :

a.
E(X)=E(()—(l+)—(2+m+)—(”)j
n
n n n

~Lex)+ LB+ LEX,)
n n

1
— U
n

dir ve buradan drneklem ortalama vektdrii X , kitle ortalama vektorii 4 ’niin yansiz bir tahmin
edicisidir.
b.

Cov(X) = E((X -~ u)(X - p)')

S Gi(&—g)](%i(&—g)}

-E %ii()_(,—/_z)()_(,—/_l)’j

j=1 =1

=D E((X, - (X, - )

n o=l

dir. X, ’ler bagimsiz oldugundan j#/ i¢in E ((/X X, — E)’) = 0 dir. Buradan

Cov(®) = S E((X, - (X, - )

J=1

elde edilir.



_ LS Box ) - nE(XR ’)j

:% i(“/ﬂ')—”(%zﬂﬂ)j

=

1 : 1 :
:; (nZ-i—n,Lit)—n(;Ztg/_z)j

-1

n

S

=(—)Z

dir ve buradan 6rneklem varyans-kovaryans matrisi S, , kitle varyans-kovaryans matrisi 2 i¢in

yanli bir tahmin edicidir. Bununla birlikte
S =" S,
n—1
=3 (X, - X)X, - XY
n-193

kitle varyans-kovaryans matrisi X i¢in yansiz bir tahmin edicidir. Yani £(S) =X dir. Bundan

sonra S, yerine, drneklem varyans-kovaryans matrisi olarak S alimacaktir.

Genellestirilmis Varyans
p degisken her birim {lizerinde gozlendiginde, degisim drneklem varyans —kovaryans matrisi S

ile ifade edilir. pxp tipinde simetrik drneklem varyans-kovaryans matrisi S, p tane varyans ve

% p(p—1)tane farkli kovaryanstan olusmaktadir. Bazen S ‘deki degisim tek bir sayisal deger

ile ifade edilebilir. Bu degerlerden biri S’nin determinanti olabilir. p =1oldugunda bu

determinant tek bir degiskenin 6rneklem varyansidir. Orneklem varyans-kovaryans matrisi

S’nin determinantina Genellestirilmis Orneklem Varyansi(GOV) denir ve

GOV =S|



dir. Genellestirilmis Orneklem Varyans, biitiin varyanslar ve kovaryanslara iliskin tek bir deger

seklinde bilgi verir. Bununla birlikte |S , $’nin Ozet bir degerinden baskada bilgiler verir.

Ornegin
P
=114

dir. Burada 4,,4,,---, 4, ’ler 6rneklem varyans-kovaryans matrisi $°nin 6zdegerleridir.

Baz Esitsizlikler

Burada ileride kullanilacak bazi esitsizliklere iliskin ifadeler verilecek, ispatlar verilmeyecek.

Cauchy-Schwarz Esitsizligi

b ve d , px1 tipinde herhangi iki vektor olsun. Buradan,
(b'd)* <(b'b)(d'd)

dir. Esitligin olmasi icin gerek ve yeter sart bazi ¢ sabitleri i¢in b =cd (veya d =cb) dir.

Genellestirilmis Cauchy-Schwarz Esitsizligi

b ve d, px1 tipinde herhangi iki vektdr ve B, pxp tipinde pozitif tanimli bir matris olsun.

Buradan,
(b'd)* <(b'Bb)(d'B'd)
dir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart bazi ¢ sabitleri icin b=cB™'d (veya d =cBb d)
dir.
Maksimizasyon Lemma

B, pxp tipinde pozitif tanimli bir matris ve d , px1 tipinde herhangi bir vektor olsun. Sifirdan

farkli herhangi bir x ,, vektori i¢in



[ 2
max —(5 d) =d'Bd
=0 x'Bx T T

dir. ¢ #0igin x =cB™'d ise maksimuma ulasilir.

Birim Kiire Uzerindeki Noktalar icin Karesel Formlarin Maksimizasyonu

B, pxp tipinde Ozdegerleri 4 24, 2--->24 >0ve iligkili birimlestirilmis 6zvektorleri

€,,€,,, ¢, olan pozitif tanimli bir matris olsun. Buradan

x'Bx , .
max = ,X = e, 'de maksimuma ulasir
20 X'X -
x'Bx e .
max = ,X = e, 'de ikinci sirada maksimuma ulagir
x0 x'x -
x'Bx . . .
max——==A4_ ,x =e¢_'de p inci sirada maksimuma ulasir
0 x'x P =T Ip

dir.



