Bolum 7

Grup Homomorfizmalar: ve
Izomorfizmalar

Bu boliimde verilen gruplar arasinda grup islemlerini koruyan fonksiyonlar: ele alacagiz. Bu
fonksiyonlar yardimiyla verilen gruplarin cebirsel yapilarinin ayni olup olmadigini aragtiracagiz.

7.1 Grup Homomorfizmalari

Bu kisimda “grup homomorfizmasi” adi verilen ve verilen gruplar arasinda iglem koruyan
fonksiyonlar1 inceleyecegiz.

Tanmm 7.1.1 (G,®) ve (G',®) iki grup olmak tizere f: G — G bir fonksiyon olsun.
Eger her a, b € G igin
fla®b) = f(a) ® f(b)

oluyorsa o zaman f ye grup homomorfizmas1 adi verilir. Eger f homomorfizmast
birebir ise o zaman f ye bir monomorfizma, f orten ise bir epimorfizma, f birebir ve
érten ise bir izomorfizma adini alir. Ayrica, efer G = G’ ve f bir homomorfizma ise o
zaman [ ye bir endomorfizma, f bir izomorfizma ise f ye bir otomorfizma denir.

Uyar1 7.1.2 Eger 6: G — G’ bir izomorfizma ise o zaman G grubu G’ ye izomorftur
denir ve G = G’ ile gosterilir. Ayrica #~': G’ — G de bir izomorfizmadir. Eger §/: G/ — G”
bir izomomorfizma ise o zaman 0 o §': G — G” de bir izomorfizmadir. Yani eger G = G’
ve G' =2 G" ise 0 zaman G = G” dur. Boylece eger G = G’ ise o zaman G’ = G dir. Bu
nedenle daha ¢ok “G ile G’ izomorfiktir” ifadesi kullamilir. Ayrica her G grubu kendisine
izomorftur. #: G — G’ fonksiyonunun bir izomorfizma olmasinin temel anlami, G ve G’
gruplariin grup olarak eg yapili olmalaridir. Elemanlar: veya iglemleri farkli olsalar bile
yap1 olarak aynidirlar.

Eger G ile G’ gruplar izomorfik degilse o zaman G % G’ gosterimi kullanilir. ¢
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Ornek 7.1.3 0: Z — 7Z,, 6(x) = T seklinde tanimlanan 6 fonksiyonunu goz 6niine
alalim.
Ox+y) =x+y
=T+7
0(x) + 0(y)

oldugundan 6 bir homomorfizmadir. A

Ornek 7.1.4 0: (R,+) — (R,+), 6(z) = 22 seklinde tanimlanan 6 fonksiyonunu goz
ontine alalim. z, y sifirdan farkl reel sayilar olmak tizere

Ox+y) = (x+y)? = 22+2zy+y?> # 22+9y> = 0(z)+0(y)

oldugundan # bir homomorfizma degildir. A

Tamm 7.1.5 0: G — G bir grup homomorfizmasi olmak tzere

Kerf ={zx € G:0(x) =e}

kiimesine 0 nin ¢ekirdegi denir.

Ornek 7.1.6 0: Z — Z, , 0(x) = T geklinde tanimlanan homomorfizmanin ¢ekirdegi ve
gorintii kiimesi

Kerd ={xe€Z:0(x)=0}

={reZ: =0}
={reZ: x=0 (modn)}
={zr€Z: n|z}
={r€Z: x=nk, ke€Z}
={nk: keZ}
=nZ

Imb ={0(x):zeZ}
={z: x €7}
=Zn

seklindedir. A

Simdi grup homomorfizmalarinin bazi 6zelliklerini inceleyelim.
Teorem 7.1.7 0: G — G bir grup homomorfizmasy olsun. Bu durumda

(1) G(CG) =€q>
(ii) her g € G icin 0(g~ ') = [0(g9)]~* dir.
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Teorem 7.1.8 0: G — G grup homomorfizmasumn bir monomorfizma olmast i¢in gerek
ve yeter sart Ker) = {eg} olmasidur.

Ornek 7.1.9 0: Z — 2Z, 0(z) = 2z seklinde tanmmlanan @ fonksiyonunu géz Gniine
alalim.
0z +y) =2(z+y)
=2z + 2y
=0(x) + 0(y)

oldugundan 6 bir homomorfizmadir.

Imb ={0(x):xz€Z}
={2z:2z€Z}
=27

oldugundan 6 ortendir.
Ker ={ze€Z:0(x)=0}
={re€Z:2x=0}
= {0}
oldugundan 6 birebirdir. O halde Z = 27 dir. A

Ornek 7.1.10 G ve H sonlu gruplar, eger f: G — H bir grup monomorfizmasi ve a € G
ise o zaman o(a) = o(f(a)) dir. A

Simdi izomorf olan ve olmayan gruplara ¢rnekler verelim.

Ornek 7.1.11 G = {1,-1,i,—i} carpumsal grubu ile G = Z4 = {0,1,2,3} toplam-
sal grubunun izomorf olup olmadigim aragtiralm. G ve G gruplarimn eleman sayilar:
esit oldugundan bu iki grup arasinda birebir ve orten bir fonksiyon kurulabilir. Dort
elemanl iki kiime arasinda kurulabilecek birebir ve 6rten fonksiyonlarin sayisinin 24 oldugu
gbz Ontline alindiginda bu eglemelerden hangilerinin homomorfizma gartini sagladigi sorusu
biiyiik bir 6nem tasimaktadir. Verilen her iki grubun da devirli olmasi sebebiyle tiretegleri
birbirleriyle esgleyen 0(i) = 1 seklinde tanimladiktan sonra (iireteci iiretece esleyerek) 6 bir
homomorfizma olacak sekilde diger elemanlarin goriintiileri de belirlenebilir.

(i) =1, 0(-1)=2, 6(—i)=3, 6(1)=0

Verilen gruplar sonlu oldugundan 6 nin izomorfizma oldugunu goérebilmek igin G ve G’ niin
islem tablolarin1 kullanabiliriz. Asagida verilen G grubunun carpim tablosunda her x ele-
mani yerine 6(z) yazdigimizda olusan tablonun, satir ve siitun farki gézetmeksizin G niin
toplama tablosu ile yapisal olarak ayni oldugu goriilmektedir. Bundan dolay: her xz, y € G
i¢in O(zy) = 6(z) + 6(y) dir. Sonug olarak € bir izomorfizma yani {1,i, —i,1} = {0,1, 2, 3}
tir.
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G nin ¢arpim tablosu f(G) nin carpim tablosu
1 i -1 =i +]0 123

10 1 ¢ =1 —i 0(0 1 2 3

il i -1 - 1 %= T|T230
-1 -1 — 1 1 212 3 01

—i | —1 1 1 —1 3/3 01 2

Ornek 7.1.12 (R,+) toplamsal grubu ile (RT,.) carpimsal grubu verilmig olsun.
0: (R,4+) — (RT,.), 6(x) = 3% ile tanimlanan fonksiyonu goz 6niine alalim.

(i) =z, y € Rigin
Oz +y) =3°TY
=373Y
= 0()0(y)

oldugundan € bir homomorfizmadir.

(ii) € Kerf olsun. O zaman 6(z) = 3% = 1 dir. Bu esitlik ancak z = 0 i¢in
saglandigindan Kerf = {0}, yani 6 bir monomorfizmadir.

(iii) y € RT igin y = 6(x) olacak sekilde = = logs y € R oldugundan € bir epimorfizmadir.

Bu durumda 6 bir izomorfizma olup, R = RT dir. A
Ornek 7.1.13 U(10) 2 U(12) oldugunu gosterelim. U(12) = {1,5,7, 11} ve I = 5 =
7% = T1° = 1 dir. Diger bir deyisle her z € U (12) i¢in 22 = 1 dir. Simdi kabul edelim ki

f:U(10) — U(12) bir izomorfizma olsun. O zaman

FO)=f3-3)=fB)FB) =[f3) =1

o
W

fM=f1-0=fOf0=OP=1

dir. Fakat f birebir oldugundan 1 = 9 elde edilir. Bu ise bir celigskidir. Bundan dolay1
U(10) 22 U(12) dir. A

Teorem 7.1.14 Her sonsuz devirli grup Z ye ve mertebesi n olan her devirli grup Z, ye
izomorftur.

Ornek 7.1.15 U(10) & Zy ve U(5) & Z tir. A
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Tamm 7.1.16 0: G — G grup epimorfizmast olsun. O zaman G grubuna G mnin
homomorfik goriintiisii ads verilir.

Ornek 7.1.17 6: Z — Z,, 0(x) = T seklinde tanimlanan grup epimorfizmasini gz éniine
alalim. Bu durumda Z,, grubu Z grubunun homomorfik goériintiisii olur. A

Simdi verilen bir grubun bir permiitasyon grubuyla ayni grup yapisina sahip oldugunu ifade
eden Cayley Teoremini verelim.

Teorem 7.1.18 (Cayley Teoremi) Her grup bir permiitasyon grubuna izomorftur.

Ornek 7.1.19 G = {1,i,—1, —i} grubunun izomorf oldugu permiitasyon grubunu bulalm.
a € Gigin fo(r) = ax ile tammh f,: G — G fonksiyonlan ile

1 ¢+ -1 — 1 T —1 —1
f1—<1~_1 .>7 fi—<~_1 -

7 —1 7 —1 >
1 i =1 — 1oi -1 —i
f‘1_<—1 —i 1 i>’f"'_(—z’ 1 —1)

permiitasyonlar: elde edilir. Bu permiitasyonlar fi(z) = z, fi(z) =iz, f_1(z) = —x ve
f—i(x) = —ix geklinde de ifade edilebilir. G’ = {f1, fi, f-1, f—i} olmak {izere ¢: G — G’
fonksiyonu a € G igin

o(1) = f1, o) = fi, (1) = f1, ¢(—i) = f-i

seklinde tanimlanirsa o zaman ¢ fonksiyonu bir izomorfizma olur. Boylece G = G’ dir. A

)

Ornek 7.1.20 G := Zy ® Zsy olsun. a := (0,0), b := (1,0), ¢ := (0,1) ve d := (1,T) olsun.
O zaman G = {a,b,c,d} olur. Her g € G icin f, fonksiyonlarini belirleyelim. Her z € G
i¢in fo(x) = (0,0) + x = = ve boylece f, = tc = (a)(b)(c)(d) olur. Ayrica

fo(a) =b+a=(1,0)+(0,0)=(1,0)=1b

fo(b) =b+b=(1,0)+ (1,0) = (0,0) = a

fol@)=b+c=(1,00+(0,1) =(1,1) =d

fo(d)=b+d=(1,0)+ (1,1) = (0,1) = ¢
oldugundan f, = (a,b)(c,d) dir. Burada

ﬁ—(Zi §f> (a,b)(c, d)

gosterimine dikkat ediniz. Benzer sekilde,
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fela) =c+a=(0,1)+ (0,0) = (0,1) = ¢
fe(c)=c+c¢=(0,1)+ (0,1) = (0,0) = a
fe()=c+b=(0,1)+(1,0) = (1,1) =d
fe(d)=c+d=(0,1)+ (1,1) = (1,0) =b
oldugundan f, = (a,c)(b,d) ve
fila)=d+a=(1,1)+(0,0) = (1,1) =d
fale)=d+d=(1,1)+ (1,1) = (0,0) = a
fa(b) =d+b=(1,1)+(1,0) = (0,1) = ¢
fa(d)=d+c=(1,1)+(0,1) = (1,0) = b
oldugundan f; = (a,d)(b, c) dir. Boylece,

(ZQ © Lo, +) = ({(a)’ (a7 b) (Ca d)v (CL, C)(b7 d)a (av d)(b’ C)}v O)

dir. a, b, ¢, d yerine sirasiyla 1, 2, 3, 4 alarak

(Z2 & Zo, +) = ({(1)7 (17 2)(37 4)7 (17 3)(27 4)7 (17 4)(27 3)}a O)

oldugu da gosterilebilir.
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