0. BOLUM: SAY| SISTEMLERI
em+1=0
denklemi matematigin dort farkli alanindan bes farkl sabiti igerir:
(0,1) aritmetik
I cebir
T geometri m = 3,14159 ...
e analiz e =2,71828...

Bu sabitler, toplama, ¢ikartma ve kuvvet alma islemleriyle iliskilendirilmislerdir.
Bu denklem, 1740°ta Leonhard Euler tarafindan kesfedilen Euler formiiliiniin bir
sonucudur. Euler formiilii

e® = cos@ +isinb

ile verilir. Bu formiilde 8 = m almirsa, e™ + 1 = 0 denklemi elde edilir.
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Kompleks sayilar1 igeren formiillerin cogu Euler formiiliine dayanir. Bu formiilii
kurabilmek i¢in dncelikle say1 sistemini ele alalim.

0.1 Say1 Sistemleri

0.1.1 Tamsayilarin toplanmasi ve ¢arpilmasi

Pozitif tamsayilari, Z* = {1, 2, 3, ... } ve sifir1, artan sirada asagidaki gibi yazalim:
0,1,2,3,4,5, ..

Bu say1 kiimesi dogal say1 kiimesi olarak ta adlandirilir ve N ile gosterilir. Eger

belirli bir a sayisindan baslayip, birer arttirarak b kere saga sayilirsa, a + b

sayisina ulasilir. Bu da tamsayilarin toplamini verir.



Toplama tanimlandiktan sonra, ¢arpma da tanimlanabilir. Sifirdan baslanip, ona
a, b Kkere eklenirse tamsayilarin c¢arpimi tamimlanmig olur: b kere a.
Bu tanimlarin bir sonucu olarak, bu islemlerin sagladig1 basit bazi (cebirsel)
kurallar vardir:

a+ b = b + a toplamanin degisme 6zelligi

a+ (b+c)=(a+ b)+ c toplamanin birlesme 6zelligi
ab = ba ¢arpmanin degisme 6zelligi

(ab)c = a(bc) ¢arpmanin birlesme 6zelligi

a(b + c¢) = ab + ac dagilma ozelligi

Bu kurallar temel cebri karakterize eder (belirler).

Tamsayilar i¢inde 0 ve 1 6zel 6zelliklere sahiptirler:
a+0=a
a.l=a

Sonug olarak, 0 toplamanin birim elemani1 ve 1 ise carpmanin birim elemanidir.
Dabhasi,

0.a=0

veeger a.b = 0iseyaayadab sifirdir.

Simdi ardisik c¢arpimlar1 diisiinelim. 1 ile baslanip, 1, a ile b kere ard arda
carpilirsa, a’nmin b. kuvveti elde edilir. Kuvvet (iis) alma islemi asagidaki
ozelliklere sahiptir:

(ab)¢ = a‘b*

alaf = qb*¢

(ab)c = qb°¢



0.1.2 Ters islemler

Toplama, carpma, Uis alma (kuvvet) gibi islemlere ek olarak ters islemler de vardir.
a ve c’nin verildigini varsayalim ve asagidaki denklemleri saglayan b degerini
bulmaya calisalim:

e Eger,a+ b = cise b = c — a olarak tanimlanir ve bu islem ¢ikartma
islemi olarak tanimlanir.

o Eger,ab=ciseb = ibélme olarak tanimlanir.

e Eger, b = cise b = Y/c yani c’nin a. kdkii olarak tanimlanur.

0.1.3 Negatif sayilar

Simdiye kadar, pozitif tamsayilar i¢in toplama ve carpmanin orijinal tanimlari
elde edildi. Bu cebirsel kurallarin genel olarak sayilarin daha genis bir kismi i¢in
gecerli oldugunu varsayalim. Bu sayilar, negatif tam sayilar olarak adlandirilir ve
negatif tamsayilar kiimesi Z~ ={-1,-2,-3,...} ile gosterilir. Ancak
unutmamak gerekir ki, bu sembollerin anlamlar1 farklidir.

Buradan negatif a kere negatif b, pozitif ab’ye esittir:
(—a)(=b) = ab

Genel olarak,

esitligi yazilir. n = m ise, a® = 1°dir.

Eger say1 sistemi sadece negatif ve pozitif tamsayilari icerirse 1/a? anlamsiz bir
semboldiir. Ciinkii, a pozitif ya da negatif bir tamsayidir ve karesi birden
bliytiktiir. 1’in 1’den daha biiylik bir tamsayiya boliimiiniin ne oldugu
bilinmediginden bu da ¢6ziilemeyen bir problemdir. Bu da, say1 sistemini
genellestirme islemine devam etmeyi gerektirir.



0.1.4 Kesirli (oranh, rasyonel) sayilar

Kesirli say1 a/b olarak tanimlanir. Burada, a ve b tamsayidirlar ve b # 0’dur.
Kesirli sayilarm toplami ve garprmina bakalim. Ornegin, A = % ve B =% ise

bA=avebB=c, boylece b(A+B)=a+cve (A+B) = aTJrC’dir. Sonug
olarak,

a ¢ a+c

b b b

seklindedir. Benzer olarak kesirli sayilar ile ¢carpma islemi de asagidaki gibidir:

axc_ac a+c_ad+cb
b~ d bd’ b d  bd
Kesirli sayilar da toplamaya ve carpmaya gore sira degisme, birlesme ve dagilma
ozelliklerini saglarlar. Carpmaya gore sira degisme bagintisina bakalim:

a ¢ ac c a ca
b d bd’ d"b _ db
Burada, a, b, ¢, d tamsay1 olduklarindan ac = ca ve bd = db’dir. Boylece,
ac ca
bd _ db
ve
a ¢ ¢ a
b7 d d"b

esitligi vardir.

Tiim cebirsel kurallar pozitif ve negatif tamsayilar hatta kesirler i¢in de gecerlidir.
Tarihsel olarak, pozitif ve negatif tamsayilar ve onlarin kesirleri ile birlikte
rasyonel sayilar olarak adlandirilirlar:

Q={%; a,b € 7,b # 0}



0.1.5 Irrasyonel sayilar

[rrasyonel sayilarin varhigi, ilk olarak karenin kdsegen uzunlugu bulunurken
ortaya atilmistir. Eger birim karenin kdsegenin uzunlugu x ise Pisagor

teoreminden, x2 = 12 + 12 = 2 elde edilir. Buradan, x = /2 bulunur. Ancak,

/2 rasyonel bir say1 yani kesir olamaz. Bu durum, Yunanlilar sadece felsefik
nedenler yliziinden degil ayn1 zamanda matematiksel olarak da sasirtmistir.

Iki kesir arasmna, ne kadar yakim olurlarsa olsunlar, bir digeri sikistirilabilir.
Ornegin;
1 2 2 2 1

100 200 201 201 101

N 1 1 2 2 4 .
Boylece, — ve — arasinda — vardir ve — arasina — sikastirilabilir:
100 101 201 201 401

1 4 . 4 . 4 2
100 400~ 401~ 402 201

Bu siire¢ sonsuza kadar gidebilir. Ancak, irrasyonel sayilarin kesfi ile
yogunluklarina ragmen rasyonel sayilarin say1 ¢izisi tizerinde bosluklar biraktigi
fark edilmistir. Irrasyonel sayilar ile ilgili tatmin edici teori, 1872’de Richard
Dedekind (1831-1916) tarafindan verilmistir. Reel (gercel, gergek) sayilar
kiimesini siirekli hale getirmek yani sayi ¢izgisi lizerindeki rasyonel sayilardan
kalan bosluklar1 doldurmak icin irrasyonel sayilara ihtiya¢ duyulur. Reel sayilar
rasyonel ve irrasyonel sayilardan olusur ve R ile gosterilir. Bir reel say1 ondalik
say1 olarak yazilabilen bir sayidir. Ug cesit ondalik say1 vardir: sonlu, sonlu
olmayan fakat tekrarli (devirli), sonlu olmayan ve tekrarli olmayan. Ilk iki tip

rasyonel say1 olarak adlandirilir; % = 0,25, % = 0,666 ... Ucliinciisii irrasyonel

saytyl tanimlar: V2 = 1,4142135 ... . Pratik bakis agisindan, irrasyonel sayiy1
bitmeyen ondalik say1 kesilerek yaklasik olarak kullanilir. Eger yiiksek dogruluga
ithtiyac¢ var ise, daha ¢cok ondalik say1 alinir.

0.1.6 Kompleks (Sanal) sayilar

Genellestirme islemine devam edelim. Baska ¢6ziilemeyen denklemler var midir?
Evet vardir. Ornegin, x?> = —1 denklemi su ana kadar bilinen sayilar cinsinden
cozillemez. Rasyonel sayinin, irrasyonel saymnin ve diger sayilarin higbirinin
karesi —1’e esit degildir. Bu yiizden, hala sayilari (say1 sistemini) daha genis bir
siifa genisletmek gerekir. 18. yy da Alman matematik¢i Carl Friedrich Gauss
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kompleks sayilar1 kullanarak reel say1 sisteminin bir genisletmesini saglamistir.
Augustin Louis Cauchy’nin ise kompleks fonksiyonlar tizerine 6nemli ¢aligmalari
vardir.

Simdi say1 sistemini bu denklemin ¢oziimiinii i¢erecek sekilde genisletelim. Bu
amagla, vV—1 i¢in i semboliinii tanitalim. Miihendisler, i yerine j semboliinii
kullanirlar. i’nin tek 6zelligi i2 = —1 esitligini saglamasidir. Ozellikle, x = —i
de x2? = —1 denklemini saglar. i’nin isareti her yerde degistirilerek yazilan
denklemler de gecerlidir. Bu da kompleks eslenik almak olarak adlandirilir.

Sayilar ile i ard arda eklenerek ya da i’ler ile carpilarak yeni sayilar elde edilir.
Boylece, a + i b formunda sayilar elde edilir. Burada, a ve b’ler reel sayilardir. i
sayisi, birim sanal (kompleks) sayidir. En genel a + i b sayis1 kompleks say1
olarak adlandirilir.
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