1. BOLUM: KOMPLEKS SAYILAR

1.2 Kompleks Sayinin Kutupsal (Polar) Formu

Geometrik bakis agis1 ile kompleks sayilar reel diizlemde (R?) noktalarla ifade
edilirler:

z=x+iy € C < (x,y) € R?

Bu durumda, x ekseni reel eksen, y ekseni kompleks (sanal) eksen olarak ve xy
diizlemi de kompleks diizlem ya da z diizlemi olarak adlandirilir.

Kompleks sayinin geometrik gosterimi

sanal eksen

T r Z=(xy)
\9 . reel eksen
-6 =
-y + r 2"=(x,-y)

Orijinden z noktasina olan uzaklik |z| = \/x? + y2 =r ile verilir. z sayisinin
kompleks eslenigi z (z*), x eksenine gore simetriktir. Reel diizlemde x ve y

koordinatlar1 ile belirlenen (x,y) noktasmin polar (kutupsal) koordinatlari
(r,0) dir.

r: (0,0) ve (x, y) noktalar1 arasindaki uzaklik
6: yatay eksen (x) ve r arasindaki agidir.

r = |z| olmak {izere

x=rcosf, y=rsinf = tanb =3;1
z=x+iy=rcosO+irsinf =r(cosf + isinf)

0, z’nin arglimanidir ve k keyfi bir tamsay1 olmak lizere 8 + 2wk ayni bir 6
arglimanin1 temsil eder. Bu da trigonometrik fonksiyonlarin periyodikligi ile
iligkilidir:

cos(0 + 2mk) = cos@, sin(0 + 2nk) =sinf, Vk € Z
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Boylece, 6 argiimani 2m uzunlugundaki aralikta tektir: [0,2m), (—m,]. Bu
durumda 6’ya esas argiiman denir. Esas argiiment ya da argiiman Argz =

arg(_mn]z

argz = arg_p 12 +2mk, k€L

ya da

argz = Arg z + 2ntk
Ornek: z = —1 — i sayisiin esas argiiman1 —37/4’tiir ve 3. bdlgede yer alir.
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y
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— X g,
SRS 7 |
Izl =V (=D + (=) =V2 =7
z=x+1iy, x=-1, y=-1
x=rcosf, y=rsinf = tanf = 3;1 =1= Arctanl =0

Buradan,

g = S5 9= 3n

!
Esas argliman, (—m,m] araliginda tanimli oldugundan z’nin esas argiimani
— Potiir: Argz = — iy
4 4
) 3
arg (—1,i) = ~ 7 + 2wk, k=0,%+1,+2, ..

Ancak,

argz = Arg z + 2mk

Esitliginin sagindaki Argz, argz’nin herhangi bir 06zel degeri ile yer
degistirebilir. Boylece,



5t
arg (—1,i) = T + 2k

olarak yazilabilir.

Euler Formiilii: e? (exp i0) Euler formiilii asagidaki gibi tanimlanir:

6

e'” =cosf +isinf

Burada, 6 radyan cinsinden 6lgiiliir. Boylece kompleks say1 tistel formda daha
kapal1 bir sekilde yazilabilir:

z=re =r(cosf +isinh)

A.

\f"f" =cosf +isinf
sin
-1 I’J 1

i

Y

Moivre formiilii: (cos @ + isin6)" = cosnf +isinnf n€Z.

Ornek: z = —1 — i sayisim ekponensiyel formda yaziniz.

Izl =V (=12 + (=12 =2 =7, (x =-1, y=-1, z=x+1iy)

Argz=—T =0
rgz=——-=

. _3m,
z=relf =\2e %'
Ancak bu say1y1 yazmanin sonsuz sekli vardir:

. 31, ,
z=relf =2 22K =0 +1,4+2,..



Not: z = Re'® merkezi orjinde, R yarigapli gemberin parametrik temsilidir. 8
parametresi, 0’dan 27’ye artarken, z noktasi pozitif reel eksenden baslayip saat
ibrelerinin tersi yonde tiim ¢emberi dolasir. Merkezi z,’da olan g¢emberin
parametrik gosterimi z = z, + Re'? seklindedir.

1.2.1 Kutupsal formda kompleks sayilarin ¢carpimi

=r;e'fi = rj(cos 0; + isin 9]-), J = 1,2 iki kompleks say1 olsunlar:

VA i

j
Z1.Z5 = 1y.73[cos B, cos B, — sin B, sin 8, + i(cos B, sin 6, + cos B, sin ;)]
Zy.2, = 17.1,[cos(0; + 0,) + isin(6; + 6,)] = 1.1, e'(01+62)
zZ1 =2, =2z = z? =1?%(cos(20) + i sin(20))
z™" =r"(cos(nf) + isin(nd)), n=10,1,2,...
Diger taraftan,
z™ =r"(cos(f) + isin(6))"

Bu iki esitlik karsilastirilirsa, Moivre formiilii elde edilir:

(cos(nB) + isin(nf)) = (cos(f) + isin(6))", n=0,1,2,..

Ornek: cos(36)’y1 8’nin fonksiyonu olarak ifade ediniz
cos(36) + isin(30) = (cos(8) + isin(0))3
= cos3 0 — 3 cosBOsin? 0 + i (3cos?Hsinf — sin30)
Yukanidaki esitlikten,
cos(30) = cos® @ — 3 cos O sin? 6
sin(30) = 3cos? O sinf — sin3 0

elde edilir.

Kompleks sayinin béliimii:
z=re =r(cosf +isinh)

Kutupsal formda verilen z kompleks sayisinin kompleks eslenigi,

4



z*=2Z=re % = r(cos(—0) +isin(—0)) = r(cos O — i sinH)
ile verilir. z # 0 ise

. Zz° r(cos@ +isinf) 1 o
=z 1= = =;(COSQ—1$1H9)

N | =

zz* r?2
Buradan,
Z1 N ..
— = —|[cos(6; — 6,) +isin(8; —60,)], z, #0
Zy T
1 1 o
a=2 = [cos(—nB) + isin(—nB)], z# 0

elde edilir. Bu bagintilar kolayca dogrulanabilir.

Problemler:

1. Asagidaki sayilar1 kutupsal formda yaziniz.

2i
3+3i

b)z=1+iV3

a)z =
2. Asagidaki denklemlerin kdklerini bulunuz.

a)z*+1=0 a)z?=1-i
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