1. BOLUM: KOMPLEKS SAYILAR

1.3 Kompleks Saymnin n. Kékii

z# 0 € C ve n €N olmak iizere, kompleks sayilari, w sayisinin n. kuvveti
olarak yazalim:

z=w"

Bu denklemim ¢6ziimii olan her w kompleks sayis1 z’nin kokiidiir. Bu denklemi
¢Ozmek i¢in z Ve w sayilarin1 kompleks formda yazalim:

z =r1,e'% = r,(cos B, +isinb,)
w=r1,e'% =1,(cosf, +isinb,)

wn

=z
rt(cosnf, + isinnf,) = r,(cosf, + isinb,)

Iki kompleks saymin esitliginden:

rh=r = rw=rzl/n
né, =0,+2nk =>9w=%+@, keZ
n n
ya da
9w=%+@+2np
n n

yazilabilir. k — (k +np) deisikligi yapilirsa 2322

= 2% 1 2mp elde edilir.

Boylece, k’nin 0,1, ..., n — 1 arasinda degismesi yeterlidir. Ciinkii, k’nin bunlarin
herhangi bir degeri icin 6, degerleri tekrarlanir. Agilarin degerlerinin n tanesi
farklidir:

0, 2nk
0,=—+—, kel
n n
z = " denklemi, n tane ¢6zlime sahiptir:

7] 2wk 7] 2wk
Wy =rzl/n [cos(f+7)+isin(f+7>], k=01,..,n—1



Ornek: z = —/3 + i’nin 5. koklerini bulunuz.

|z| = J(—@)Z +12=2

y 1 T
tanf, === = 0, =arctan(——) = Argz=—=20,

x___\/§ V3 6

z=w’=>w=2z"/°

= | I1/5[ (92+2”k>+' i (92+2”k)] k=0,1,234
Wy = |z cos5 z lsm5 z , =0,1,2,3,
_21/5[ <T[+27Tk>+_ _ T[+2T[k)]
Wy = cosS c z i sin c c
T T
_ 91/5 o cao (2
w 2 [cos (6) + i sin (6)]
[ 17m 17m\1
_ 91/5 i PN iad
w 2 _cos<30)+lsm(30)_
[ 291 291\
_ 91/5 asn PR g
W, = 2 _cos(30>+lsm(30)
411 411
_ 91/5 e PR
w3 = 2 cos(30>+lsm(30)_
[ 53w - (53m\]
w, = 2/3 _cos (ﬁ>+151n(¥)_

z # 0 koklerinin modiilleri |z|Y/® = 2%/5°dir. Yani hepsi de |z|Y/® yaricapl,
merkezi orijinde olan ¢gember iizerinde yer alirlar.

1.3.1 Birimin n. kiipii

z=1(r, = 1,60, = 0)’in kokleri daha 6nce verilen formiillerden asagidaki
gibidir:
2k 2tk

Wi = [cos (—) + i sin (—)] , k=012,...n—1
n n

Moivre formiilii g6z dniinde bulundurularak w;, = w* oldugu kolayca dogrulanir.

Burada, w = w; = cos (27”) + i sin (27”) olarak tanimlidir.



Ornegin, 1’in 8. kokleri

T T 1
— ) 4+ isi —Nk = 1-|-.k, k=0,1,...,7
(cos (4) i sin (4)) ( 2)k 1+
Acikea,
1 1 1 1
1/8 — T . e N T N T o
1 {1,ﬁ(1+1),l,\/§( 1+10),—1, ﬁ(1+1), l,ﬁ(l 1)}

1.3.2 Kompleks saymin kokleri ve kuvvetleri

r pozitif bir reel say1 ve m, n dogal sayilar olmak iizere, (r™)¥/™ = (/™)™ reel
pozitif sayilar kiimesindedir. Ancak, sifirdan farkl pozitif bir kompleks say1 i¢in
n tane n. kok vardir ve boylece z/™ n tane kompleks saymin kiimesidir. Eger, m
ve n asal sayilar iseler (z™)Y" = (z/™")™ (z # 0) esit kiimeler olustururlar.
Eger, m ve n asal say1 degil iseler (z™)Y/" ve (z1/™)™ aym1 kiime degildirler.

Bunu gormek icin m = 4, n = 2 durumunu ele alalim.
z=re¥ =r(cosf +isinh)

(zl/n)m =7

7] 2wk 7] 2wk
Wy = ’rzl/n [cos(f+7> + isin(f+T)], k=012.. n—1

n=2igcink=0,1
) 0
wy = r/? [COS(E>+iSin(E>]
0 0 0 0
= r1/2 — i sin [ — = —p1/2 — i sin [ —
w, =T [cos<2+n>+Lsm<2+n)] r [COS(2)+lSII’1(2>]

72 = (+1) r1/2 [COS (%) +isin (g) ]



z1/? = {w,, w,} iki farkli sayidir. (z1/?)* =2
(zY/2)* = (£1)*r?(cos 20 + i sin26) = r?(cos 26 + i sin 20)

tek bir kompleks sayidir.

Simdi, (z*)1/?2 =?’e bakalim.
z* = r*(cos40 + isin40)
(Y2 n=2, k=0,1

n1/2 460 2mk /40 2mk
wy = (r*) [cos(7+7>+151n<7+7>]

wo = 1r%[cos(20) + isin(26) ]
w; = 12%[cos(20 + m) + isin(20 + m) ] = —1r?[cos(20) + i sin(26) ]

(z*)Y/2 = (£1)r?[cos(26) + isin(26) ] iki farkhi kompleks sayidir. {(z*)!/?}
sifirdan farkli bir kompleks sayinin kare koklerine kars1 gelen iki sayidan olusan
bir kiimedir. {(z'/?)*}, {(z*)*/?} nin bir alt kiimesidir.

Tamm: z™/™ bulunurken asagidaki yol izlenir:

1) m/n en basit hale indirgenir.

2) Once kok, sonra kuvvet hesaplanr.

Zm/n = (Zl/n)m

zM/n = (’i/?)m[cos (TH + anm) + i sin (Te + 2nkm>]
S NvE n n n ? n

k=01,..,n—-1



Problemler:
1. Asagidaki denklemlerin koklerini bulunuz.

a)z*+1=0 a)z?=1-1i
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