1. BOLUM: KOMPLEKS SAYILAR

1.4 Kompleks Degiskenli Fonksiyonlar

D kompleks diizlemde bir bdlge olsun. D iizerinde tanimlanmis bir f fonksiyonu,
D’de bulunan her bir z kompleks sayisina bir f(z) kompleks sayis1 kars1 getiren
bir islemdir (kuraldir):

f:D—-C
fiz-f(2)

Omegin, f(z) = agz™ + a;z" 1+ -+ a,_1z + a,, D =C bolgesinde
tanimli kompleks degerli bir fonksiyondur. Burada, «, a4, ..., a, sabit kompleks
sayilardir. Ancak,

1
Aoz + az" 1+t a1z + ay

f(2) =
fonksiyonu, payday: sifir yapan z degerlerinde tanimhi degildir. Yani tanimh
oldugu bolge D = C — {paydanin kokleri}.

Verilen her ze€ D igin, f(z) € C reel ve kompleks kisima sahiptir: f(z) =
u(z) + iv(z). Burada, u(z) = Re(f(z)) ve v(z) =Im(f(z)) tim z € D’de
tanimlidir ve u(z), v(z) € R’dir.

Daha once, kompleks diizlemin (x,y) reel sayilari ile z = x + iy kompleks
sayisina kars1 gelen, reel diizlem ile belirlenebildigini gordiik. Benzer olarak,

f@) = flx+iy) =ulx,y) +iv(x,y)
olarak yazilabilir. f(z) nin reel ve kompleks kisimlar1 R’dedir:
u:R? - R v:R? > R
(x,y) = ulx,y) (x,y) = v(xy)
u(x,y) ve v(x,y) reel fonksiyonlardir.

Ornek: f(z) = z?> kompleks degiskenli fonksiyonunun reel ve kompleks
kistmlarini bulunuz.

f(z) tim z € C igin polinomdur. z = x 4+ iy go6zoninde bulundurularak
kompleks ve reel kisimlarina ayrilabilir:

z? = (x +iy)* =x*>—y*+i2xy
f@) =x*—y») +ixy) =ulxy) +iv(x,y)



u(x,y) =x2—v%,  wv(x,y) =2xy
olarak bulunur.

Ornek: f(2) = |z| = \/x2 + y2 olsun. Tanim bélgesi, C’dir.
f(@) =ulx,y) +iv(x,y) =x*+y?
u(x,y) =x*+y% v(xy)=0

Ornek: f(z) = 1/z olsun.

1 =z X —iy X .y
z zZ x2+y2 x4y’  xZty?

_ x .Y
f(Z)=u(X,Y)+lU(X,Y)=x2 +y2_lx2 +y2
u@x,y) =———>, vlxy) = _%

x%+y xc+ty

f (z) orijin disinda tiim kompleks diizlemde tanimlidir: D = C — {0} = C".

Soru: f(z) = |z| — iy ‘nin reel ve kompleks kisimlarini bulunuz.

1.4.1 Kompleks degiskenli fonksiyonlarin grafik temsili

Tek degiskenli reel bir fonksiyon ¢ifti, (x, f (x)), diizlemde temsil edebilir. Ancak
kompleks degiskenli bir fonksiyon, f: A € C - C, diizlemde temsil edilemez.
(z, f (2)) ciftini temsil etmek i¢in dort boyutlu uzaya ihtiyag vardir. Bu problemi
¢ozmek i¢in, f fonksiyonunu A c C kiimesini f(4) < C kiimesine doniistiiren bir
fonksiyon olarak diisiinelim. Boylece, z noktalarinin kiimesi (A4) alisik olundugu
gibi (Re(z) x ekseni, Im(z) y ekseni olacak sekilde) bir diizlemde ve bir diger

diizlemde de f(A) noktalar1 gosterilebilir.

Ornek: f(z) = z? doniisiimiinii ele alalim.
f(z) =z =(x+iy)* =x?—y? +i2xy
f(2) = (x?=y?) +i2xy) =ulx,y) + w(xy)
u(x'y):xz—yz' v(x,y)szy



x # 0 olmak tizere y = v/2x elde edilir. Bu da Re(f (z))’de yerine yazilirsa,
u = x?% —v?/4x?

elde edilir. Boylece, her x # 0 icin parabollerin bir ailesi bulunur:

x =0 i¢in u=—y?,v=04dm.

v =2xy, u=x?—v?/4x? i¢in parametrik plot ¢izdirilir.

z diizlemi f(2) = z? doniismiis parabolleri
, V

W/

1.5 Cauchy-Riemann Denklemleri

Teorem: (Cauchy-Riemann denklemleri) f(z) = u(x,y) + iv(x,y) olsun ve
Zy = X + iy, noktasinda f'(z) tiirevi mevcut olsun. Bu durumda, u ve v’nin
(x0,Y0)’da birinci mertebeden tiirevleri var olmalidir ve Cauchy-Riemann
denklemlerini saglamalidirlar:

Uy = Dy, Uy = —Uy
f'(zy) = u, + iv, olarak yazilabilir. Burada alt indisler tiirevi gésterirler ve

tirevler (x,, yo)’da hesaplanir.

Cauchy-Riemann denklemleri, Fransiz matematik¢i A.L. Cauchy (1789-1857)
tarafindan bulunmus ve kullanilmistir. Alman matematik¢i G.F.B. Riemann
(1826-1866) ise bu denklemleri kompleks degiskenli fonksiyonlarin teorisinin
gelistirilmesinde temel olarak almistir.

Ornek: f(z) = z2 = x?2 —y? +i2xy her yerde tiirevlenebilirdir ve f'(z) =
2z’dir. Cauchy-Riemann denklemlerinin her yerde saglandigini gosteriniz.

f(@) = ulx,y) + iv(x,y)

ve



f(z) =z?=x*—y*+i2xy
karsilastirildiginda
u(x,y) =x*—y%  v(xy) =2xy
Uy =V, > 2x=2X
Uy = —Vy = —2y = -2y
Cauchy-Riemann denklemleri reel diizlemin tiim noktalarinda saglanir.
f'@@)=u,+iv, = f'(z)=2x+i2y=2(x+iy) =2z

Herhangi bir z = x + iy noktasinda tiirev f'(z) = 2z’dir.

Problemler:

1. f(2z) = 8x?% + i8y? kompleks fonksiyonunu z cinsinden ifade ediniz.

2. f(z) = z%> + 4zZ — 5Re(z) + Im(z) fonksiyonunun z = —1 + i’deki degerini

bulunuz.

3. f(z)=z*+2z+1 kompleks fonksiyonunu f(z)=u(x,y)+ iv(x,y)

formunda yaziniz.
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