2. BOLUM: BAZI TEMEL FONKSiYONLAR

Bu boliimde tek kompleks degiskenli temel fonksiyonlar ele alinacak. Bu
fonksiyonlar reel degiskenli fonksiyonlar ile aymidir: polinomlar, (istel
fonksiyonlar, trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar, logaritma ve kok.

2.1.  Ustel Fonksiyonlar

Reel degiskenli iistel fonksiyon, tiirevinin kendisine esit olmasi ile belirlenir
(tanimlanir): f'(x) = f(x). f(0) =1 kosuluile f(x) = e* tek ¢6ziimdiir. Reel
durum takip edilerek, kompleks degiskenli iistel fonksiyon da f'(z) = f(2)
kosulunu saglayacak sekilde tanimlanabilir. Boylece, z reel oldugunda, f(z) =
e* elde edilir.

Kompleks tistel formu bulmak icin, reel iistel fonksiyon orijin yakininda Taylor
serisine agilir:

x x? x™
=14+ttt

Simdi esitligin sag tarafin1 kompleks duruma genisletelim. Bunun i¢in, x yerine
iy (v € R) yazalim:

iy = (iy)? G2k
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Reel ve kompleks kisimlar gruplandirilirsa,

2 4 3 5
ly—<1_y__|_y_+ >_|_(y_y_+y_+...)

_I_

2! 4! 3! 5!

Kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin seri agilimlarina karsi geldikleri goriiliir.
Boylece,

e =cosy +isiny

eZ’nin tanmm (z = x + iy icin), reel durumdaki e**Y = e*e¥ ozelligi goz
oniinde bulundurularak,

eZ = Xty = gXply

olarak yapilir.



Tammm: z = x + iy olsun. O zaman, z’nin {istel fonksiyonu asagidaki gibi
tanimlanir:

expz = e? =e*(cosy +isiny)

Acikca, eger z reel ise (y = 0 ise) tek degiskenli reel iistel fonksiyonun tanimi
elde edilir. e?’nin reel ve kompleks kisimlari, sirasiyla u(x,y) ve v(x,y) ile
gosterilir. Asagidaki gibidir:

u(x,y) =e*cosy, v(x,y)=e*siny

Her iki fonksiyonda, reel diizlemin tiim noktalarinda tiirevlebilirdirler ve tiim
noktalarda Cauchy-Riemann denklemlerini saglarlar. e* bir tam fonksiyondur.

f(z) = e?’nin tiirevi de kendine esittir: f'(z) = f(2)
de? Odu 0v

=—+i—=¢e*cosy t+ie*siny = e?
dz dx dx Y Y

Ustel fonksiyonlarin bazi 6zellikleri:
1)e? #0,timz € C
|eZ|2:eZX = |eZ|:ex

Eger, e? = 0 = |e?| = e* = 0. Ancak, e* # 0 her x € R i¢in, o zaman e # 0
herz € C.

2) e” periyodiktir (tek degerli degildir):

eZti2m — gz ol2m — q

Burada periyot, i2r’dir. Ustel fonksiyon bire bir degildir.
3)z€C |z|=1©z=cosh +isinf=e?, 6eR
4) efre%2 = e%1t%2, Yz .7, €C

Bu 6zellik n kere uygulanirsa:

(e’ )" =e™, Vz;,z, EN

e”1 Z1—2Z
5)—=€1 2, VZl,ZZE(C

eZ2
: 1
e’ = 1'dirve — =e7%.
e

6) e? = eZ, Vz€C



7) Eger, m ve n kendi aralarinda asal iseler

m .
(e?)™/n = en*2™K) ke 7, vz € C

8) Eger, z; = p,(cos Oy +isinb,), z, = p,(cos B, +isinb,) (e* = p),
z; = pe'%,  z, =p,e'®
olarak ifade edilebilir. Boylece,

212, = pyppe'¥1t02)

21 _ P io,-65)

Zz P2
Ornek: a) exp(z + imr) = —exp z yani e?™™ = —e? oldugunu gosteriniz.
e?tim = g% o™ = eZ(cos + isinm) = —e?
b) e2%37™ = —e2 oldugunu gosteriniz.
e2EBT = o2 o*i3T — 02(cos 31 + isin3m) = —e?
2+i . 5 .
C) exp( 4171) = \/g (1 + i) oldugunu gosteriniz.
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ez’ 4 = e2e% = \/E(coszi isinZ) = \/;(1 + i)

2.2.  Trigonometrik Fonksiyonlar

Reel keyfi bir x i¢in,

e = cosx + isinx, e ™ =cosx —isinx
el.x _l_ e—l.x . elx _ e—lx
cosx = —— siny = ———
2 ’ 2i

elde edilir.

Simdi kompleks sayilar i¢in, trigonometrik fonksiyonlari tanimlayalim. Oyle ki z
reel oldugunda (z = x) bilinen cos x ve sin x tanimlarini elde edelim ve, cos z ve
sin z’nin tiirevleri reel degiskenler i¢in oldugu gibi —sin z ve cos z olsun.

Tanim: Kompleks bir saymin siniisii ve kosiniisii asagidaki gibi tanimlanir:
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elz 4 oz . elz _ p—iz
oSz = —— sinzg = ——
2 ’ 2i

Bu sekilde tanimlanan fonksiyonlar tam fonksiyonlardir dyle ki e®** tam
fonksiyonlarinin lineer bilesimidirler.

Kompleks degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri (formal olarak):

d eiz _ e—iz eiz _ e—iz
—CcoSZzZ=|————— = ——————=—3inz
dz 2 20
d eiz + e—iz eiz + e—iz
—sinz =1 - = = C0SZ
dz 20 2
, a2 , a2
. . elZ _|_ e .z elZ —e .z
cos“z+sin“‘z=|—)] +|———| =1
2 20
sinz COS Z 1 1
tanz = , cotz = ——, secz = , cosecz = —
COS Z sin z COoS Z sin z

Kompleks degiskenli trigonometrik fonksiyonlarin sagladig1 baz 6zellikler:
a) cos(m+2z) = —cosz
sin(r +z) = —sinz
tan(mr +z) = tanz
sin(2r + z) = sinz
cos(2m +z) =sinz
b) cos z’nin kompleks (sanal) ve reel kisimlari:
elZ 4 o=iZ  piXp=Y 4 p=ixpY
2 2

cosz = cosx coshy — isinx sinhy

COSZ =

u(x,y) = cosxcoshy, v(x,y) =—sinxsinhy
. eiz _ e—iz eixe—y _ e—ixey
sinz = - = .
21 21

sinz = sinx coshy + i cosx sinhy

u(x,y) =sinxcoshy, v(x,y)=—sinxsinhy



C) cos z’nin modiiliinii (mutlak degerini),
|cosz|?> = |[cosx coshy —isinxsinhy |2 =sinh?y + cos?x
Ve sin z
|sinz|? = sinh? y + sin?x
olarak elde edilir.

cos z = w denklemi, belirlenmis bir w € C i¢in her zaman ¢oziime sahiptir. Bu
denklem, x ve y reel degiskenleri cinsinden iki denklem olarak yazilabilir:

cosz = w = cosx coshy —isinx sinhy
Re w = cosx coshy, Imw = —sinxsinhy

(Cozlim tek degildir, ¢linkii tiim tamsay1 k’lar i¢in cos(z + 2mk) = w’dir. Benzer
tartisma sin z i¢in de yapilabilir. cosz ve sinz fonksiyonlar1 C’den C’ye bir
doniistimdiir, ancak 1-1 degildir.

Problemler:

1. e = 1 + i+/3 denkleminden z’yi bulunuz.
2. e%271 = 1 denklemini ¢dziiniiz.

3. sin z = 0 denklemini ¢6ziiniiz.
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