2. BOLUM: BAZI TEMEL FONKSiYONLAR

2.3 Hiperbolik Fonksiyonlar

Kompleks degiskenlerde hiperbolik fonksiyonlar, reel fonksiyonunkilere benzer

sekilde tanimlanair:
e’ +e”? _ e?—e™? sinh z
coshz = — sinhz = — tanh z =

cosh z ve sinh z asagidaki ozelliklere sahiptir:

coshz

a) Tam fonksiyonlarin lineer birlesimi olduklarindan tamdirlar. Tirevleri reel
degiskenlerde oldugu gibidir:

d d
—coshz =sinhz, —sinhz = coshz
dz dz

b) Reel degiskenlerle ayn1 bagmtilar: saglarlar:
cosh? z —sinh?z =1
cosh(z + 2nm) = coshz
sinh(z + 2nm) = sinh z
C) cosh z’nin reel ve kompleks kisimlarini hesaplayalim.
e?+e? e¥eW +e¥e W

hz = —
cosnz 5 5

1 1
= Eex(cosy+ isiny) +Eex(cosy — isiny)
X

e*+e™* o eX—e™*
= CoSYy (T) + isiny (T)

coshz = cosy coshx + i siny sinhx
u(x,y) =cosycoshx, v(x,y)=sinysinhx
Benzer olarak, sinh z’nin de reel ve kompleks kisimlar1 hesaplanir:
sinh z = cos y sinh x + i sin y sinh x
u(x,y) =cosycoshx, wv(x,y)=sinycoshx
d) sinh z ve cosh z’nin modiilleri:
|cosh z|? = sinh? x + cos?y
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|sinh z|? = sinh? x + sin?y
e) cosh z ve sinh z’nin sifirlar::
|cosh z|? = sinh? x + cos?y =0

= sinh?x=0=>x=0

1
cos?y =0 :>y=n(n+§>

cosh z’nin sifirlan z, = 0 + im (n + %) noktalaridir. Burada, n’ler tamsayidir.

cosh z’nin tiim sifirlar1 kompleks eksendedir. Benzer olarak, sinhz z, = inn
noktalarinda sonsuz tane sifira sahiptir. Reel degiskende sadece x = 0’da sifira
sahiptir.

Ornek: cosh z = 2i denklemini ¢oziiniiz.

coshz = cosy coshx + isinysinhx = 2i

1
= cosycoshx =0 = coshx # Oise cosy=0vey=n<n+§>

1
= sinysinhx = -2 = sin(w (n + E)) sinhx = -2

= (—=1)"sinhx = -2
sinhx = 2(-1)'™"
= x = Arcsinh (2(—1)™)

1
z = x + iy = Arcsinh 2(—1)¥™) + in (n + E)

2.4. Logaritmik Fonksiyonlar

r reel pozitif sayisinin dogal logaritmasi reel bir sayidir, dyle ki e!” = r. Daha
onceki kesimlerde oldugu gibi, burada da dogal logaritmay1 kompleks diizleme
genisletelim. w # 0 € C i¢in bir bagska kompleks say1 log w vardir, dyle ki

eloga) = w
Bagintisini saglar. w’y1 polar (kutupsal) formda yazalim:

el = p(cos @ +isin @) = pe'?



Burada, p = |w| ve 8 = arg w’dir. Bu iki kompleks say1 esittir, ancak ve ancak
modiilleri esit ve arglimanlar1 27’nin tamsayi katlar1 kadar farkl: ise:

logw = Re(log w) + i Im(log w)
el08® = gRe(logw) piIm(I0g®) — ;pi0
= p = eRe18®) ve Im(logw) =6 +2rnn, n€Z
Reel degisken igin,
p = eRelog®) =  Re(logw) =Inp
In p, p pozitif sayisinin dogal logaritmasidir. Sonug olarak,
logw =Inp +i(6 + 2nn) = In|w| + i(arg w + 2mn)

Sifirdan farkli kompleks bir sayinin logaritmasi, sadece bir kompleks say1 degil,
kompleks sayilarin bir sonsuz kiimesidir. Hepsinin reel kisimlari aymidir,
kompleks kisimlar1 27t kadar fark eder. log w’y1 temsil eden sonsuz kiimenin tiim
kompleks sayilar1 arasindan (w # 0) bir tane sayr secilir ki, o istenilen
fonksiyondur. Ancak, bu se¢imi yapmak icin bir kriter belirlemek gerekir.

Reel pozitif w igin, arg w = 0’dir ve
logw =lnw + i2nn

n keyfi tamsayidir. Ancak, reel pozitif w sayisinin dogal logaritmasi, log w’nin
miimkiin degerlerinden biridir. Bu da, n = 0’a kars1 gelir ve buna logaritmanin
esas degeri denir (Log w ile gosterilir.).

w # 0 € Cicin e!°8® = @ olsun. loge?, z = x + iy € C ifadesini bulalim:
loge? =loge*e” =Ilne* +i(y + 2nn) = x + iy + i2nn
loge? = (x +iy) +i2nn =2z +i2nn, n€Z

n =0 = loge? = z’dir. Bu da reel duruma benzer: loge* = x’dir.

2.4.1 Logaritma fonksiyonunun o6zellikleri
a)lnryr,=Inr, +Inr,, 1,r, ERT
b) logz, z, = logz, +logz,, z,,Z, €C
C) logz—1 =logz, —logz,, Vz;,z,€C"

2
d) Eger n,m € N kendi aralarinda asal iseler,
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m/

N — exp(t
z = exp(n log z)

bagintis1 vardir.

2.4.2 Kompleks iisler

z € C* ve a sabit bir kompleks say1 olmak tizere, f(z) = z* fonksiyonu (¢ok
degerli) logaritmik fonksiyon cinsinden tanimlanir:

a alogz

Z- =e

Bu tanim, z" ve z1/*

i¢in de gegerlidir.
Problemler:
1. Logz = u(x,y) +iv(x,y) ise, u(x,y) ve v(x, y) ifadelerini bulunuz.

2. (—1)"’nin esas degerini bulunuz.
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