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3. BÖLÜM: KOMPLEKS DÜZLEMDE İNTEGRALLER 

Kompleks değişkenli fonksiyonların integralleri oldukça önemlidir. Bu bölümde, 

kompleks düzlemdeki eğriler üzerinden kompleks değişkenli fonksiyonların 

integralleri ele alınacaktır.  

 

3.1. Kompleks Değişkenli Fonksiyonun Belirli İntegrali 

𝑢 ve 𝑣 reel değişkenli fonksiyonlar olsunlar: 𝑢, 𝑣: ℝ → ℝ. 𝑢 ve 𝑣, [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ 

aralığında süreklidirler yani [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilirdirler. [𝑎, 𝑏] 
aralığında sürekli, reel değişkenli kompleks bir fonksiyonu aşağıdaki gibi 

tanımlanabilir: 

𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣: ℝ → ℂ 

𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığında integrali 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 ≡ ∫ 𝑢(𝑡)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ 𝑣(𝑡)
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡 

olarak tanımlanır. 

Bu integralin temel özellikleri aşağıdaki gibidir:  

a) Re ∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = ∫ 𝑢(𝑡)

𝑏

𝑎
 𝑑𝑡 = ∫ [Re𝑓(𝑡)]

𝑏

𝑎
 𝑑𝑡 

    Im ∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = ∫ 𝑢(𝑡)

𝑏

𝑎
 𝑑𝑡 = ∫ [Im𝑓(𝑡)]

𝑏

𝑎
 𝑑𝑡 

b) ∫ 𝛼𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝑡 

c) 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) olsun.  

∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑐

𝑎

𝑑𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑐

𝑑𝑡 

İndüksiyon ile, eğer 𝑎 < 𝑐1 < 𝑐2 < ⋯ < 𝑐𝑛 < 𝑏 ise 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑐1

𝑎

𝑑𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)
𝑐2

𝑐1

𝑑𝑡 + ⋯ + ∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑐𝑛

𝑑𝑡 

d)  ∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = 0  ⇒  ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝑡 = − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑎

𝑏
𝑑𝑡 

e) |∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡| ≤ ∫ |𝑓(𝑡)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑡 

f) Çizgisellik  (lineerlik) 
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𝑓, 𝑔: ℝ → ℂ, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli (ya da parçalı sürekli) fonksiyonlar olmak 

üzere,  

∫ [𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 + 𝛽 ∫ 𝑔(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡,      ∀𝛼, 𝛽 ∈ ℂ 

 

3.2. Konturlar 

Kompleks değişkenli fonksiyonların integrali, ℂ’de özel tipte eğrisel integrale 

kısıtlanır. Yani, integraller sadece belli bir aralıktaki doğrular üzerinden değil, 

kompleks düzlemde eğriler üzerinden alınır. Bu eğriler, parçalı düzgün eğriler 

(Jordan eğrileri) ya da basitçe konturlar olarak adlandırılırlar. Konturlar kompleks 

düzlemde iki noktayı sürekli olarak birleştirirler. Ancak sonlu sayıda noktada 

teğetleri olmayabilir. 𝛾(𝑡) eğrisi, ℝ reel doğrusunun bir kapalı aralığından, 

kompleks düzleme sürekli bir gönderimdir:  

𝛾(𝑡): [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℂ 

𝛾’nın uç noktalardaki sürekliliği yanaldır, yani 

𝛾(𝑎) = lim
𝑡→𝑎+

𝛾(𝑡) ,        𝛾(𝑏) =  lim
𝑡→𝑏−

𝛾(𝑡) 

𝛾 ile belirlenen eğri ℂ’de bir alt kümedir. Yani, kapalı bir aralığın gönderimi de 

kapalıdır. 𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏) ise, 𝛾(𝑡) eğrisi basit kapalı bir eğri ya da Jordan eğrisi 

olarak adlandırılır. Eğer eğrinin yönelimi saat ibrelerine ters ise, pozitif 

yönelimlidir.  

 

Örnek: Birim çember 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋) orijin etrafında basit kapalı bir 

eğridir ve saat ibreleriyle ters yönde yönlendirilmiştir. 

𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃 + 𝑧0 ise merkezi 𝑧0’da olan 𝑅 yarıçaplı çembedir. 

Aynı nokta kümesinden farklı bir yay da yapılabilir. 𝑧 = 𝑒−𝑖𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋),  𝑧 =

𝑒𝑖𝜃 ile belirlenen aynı yaydır, ancak bu sefer saat ibreleriyle aynı yönde 

yönlendirilmiştir.  

 

3.3. Kompleks Düzlemde Eğrisel İntegraller 

Kompleks düzlemde 𝛾(𝑡)  konturu üzerinden kompleks değişkenli bir 

fonksiyonun integrali aşağıdaki gibi tanımlıdır. 
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Tanım:  𝑓,  𝐴 ⊂ ℂ açık aralığında tanımlı sürekli bir fonksiyon olsun 

ve 𝛾(𝑡): [𝑎, 𝑏] → ℂ, parçalı 𝐶1 sınıfından bir eğri olsun. Burada, 𝛾([𝑎, 𝑏]) ⊂

𝐴’dır. 𝑓’in 𝛾 boyunca integrali aşağıdaki ifade ile verilir: 

∫ 𝑓
𝛾

≡ ∫ 𝑓
𝛾

(𝑧)𝑑𝑧 ≡ ∑ ∫ 𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)𝑑𝑡
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

    (∗) 

Burada 𝛾′(𝑡), 𝛾(𝑡)’nin 𝑡’ye göre türevini gösterir. Her, (𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1)  aralığında 

𝑓(𝛾(𝑡)) fonksiyonu süreklidir. Aynı zamanda (𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1)   aralığında 

𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)’de süreklidir. Sonlu uç noktaları 𝑎𝑘 ve 𝑎𝑘+1 ile Riemann integrali  

∫ 𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)𝑑𝑡
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘

,    𝑘 = 0,1, … , 𝑛 

vardır. 

Yukarıda verilen notasyonu basitleştirmek için, 𝛾′(𝑡)’nin süreksizliklerini göz 

önüne almadan kapalı bir formda yazalım: 

∫ 𝑓
𝛾

≡ ∫ 𝑓
𝛾

(𝑧)𝑑𝑧 ≡ ∫ 𝑓(𝛾(𝑡))𝛾′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

(∗) integrali, ℝ2’deki çizgi integraline benzer. 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ve 

𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡) olsunlar. O zaman 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ve 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦 

∫ 𝑓
𝛾

= ∫ (𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)
𝛾

)(𝑥′(𝑡) + 𝑖𝑦′(𝑡)) 𝑑𝑡 

      = ∫ [𝑢𝑥′ − 𝑣𝑦′]
𝛾

 𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ [𝑢𝑦′ + 𝑣𝑥′]
𝛾

 𝑑𝑡 

     = ∫ [𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦]
𝛾

𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ [𝑢𝑑𝑥 + 𝑣𝑑𝑦]
𝛾

 𝑑𝑡 

 

3.3.1. Kontur (eğrisel) İntegrallerin Özellikleri 

𝛾(𝑡): [𝑎, 𝑏] → ℂ, parçalı 𝐶1 sınıfından bir eğri ve 𝑓, 𝑔: ℂ → ℂ fonksiyonlar 

olsunlar. 

a) Lineerlik: 𝑓 ve 𝑔, 𝛾([𝑎, 𝑏]) üzerinde sürekli fonksiyonlar olsunlar. 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ 

olmak üzere,  
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∫ [𝛼 𝑓 + 𝛽 𝑔]
𝛾

= 𝛼 ∫ 𝑓
𝛾

+ 𝛽 ∫ 𝑔
𝛾

 

özelliği sağlanır. 

b) Şimdi 𝛾’nın tersi eğriyi (konturu) −𝛾(𝑡)’yi düşünelim. 𝑓,  𝛾([𝑎, 𝑏])’de sürekli 

olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitlik sağlanır:  

∫ 𝑓
−𝛾

= − ∫ 𝑓
𝛾

 

c) 𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡)  parçalı 𝐶1 sınıfından iki eğri olsunlar. Öyle ki, (𝛾1(𝑡) + 𝛾2(𝑡)) iyi 

tanımlı ve 𝑓,  (𝛾1 + 𝛾2)([𝑎, 𝑏])’de sürekli olsun. Bu durumda,  

∫ 𝑓
𝛾1+𝛾2

= ∫ 𝑓
𝛾1

+ ∫ 𝑓
𝛾2

 

vardır. 

 

Problemler:  

1. 𝐼 = ∫ 𝑧̅ 𝑑𝑧
𝐶

 integralinin değerini bulunuz. Burada, 𝑧 = 2𝑒𝑖𝜃  (−
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
) ve 

𝐶 |𝑧| = 2 çemberinin 𝑧 = −2𝑖’den 𝑧 = 2𝑖’ye sağ yarısıdır. 
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