3. BOLUM: KOMPLEKS DUZLEMDE INTEGRALLER

Kompleks degiskenli fonksiyonlarin integralleri olduk¢a 6nemlidir. Bu béliimde,
kompleks diizlemdeki egriler lizerinden kompleks degiskenli fonksiyonlarin
integralleri ele aliacaktir.

3.1. Kompleks Degiskenli Fonksiyonun Belirli integrali

u ve v reel degiskenli fonksiyonlar olsunlar: u,v:R = R. u ve v, [a,b] c R
araliginda stireklidirler yani [a,b] araliginda integrallenebilirdirler. [a,b]
araliginda siirekli, reel degiskenli kompleks bir fonksiyonu asagidaki gibi
tanimlanabilir:

f=u+iv:R->C
f fonksiyonunun [a, b] araliginda integrali

fbf(t) dt = Jbu(t) dt + ijbv(t) dt

olarak tanimlanir.

Bu integralin temel ozellikleri asagidaki gibidir:

a) Re [, f(£)dt = [} u(®) dt = [;[Ref(t)] dt
Im [ (&) dt = [} u(®) dt = [][Imf(0)] dt

b) [, af () dt = a [ f(O)dt

C) ¢ € (a, b) olsun.

jbf(t) dt = fcf(t) dt+be(t) dt

Indiiksiyon ile, egera < ¢; < ¢, < - < ¢, < b ise
b 1 Cy b
j F(6)dt = J £(b) dt +j F(E)dt + +J F(6) dt
a a €1 tn

d) [ f(®)dt=0 = [ f(O)dt=—["f(t)dt

e) |17 Fo ae| < [[1F )l ae
f) Cizgisellik (lineerlik)



f,9:R = C, [a, b] araliginda siirekli (ya da pargali siirekli) fonksiyonlar olmak
uzere,

b b b
j[af(t)+ﬁg(t)]dt=aj f(t)dt+ﬁf gt)ydt, Va,feC

3.2. Konturlar

Kompleks degiskenli fonksiyonlarin integrali, C’de 6zel tipte egrisel integrale
kisitlanir. Yani, integraller sadece belli bir araliktaki dogrular {izerinden degil,
kompleks diizlemde egriler {izerinden alinir. Bu egriler, parcali diizgiin egriler
(Jordan egrileri) ya da basit¢e konturlar olarak adlandirilirlar. Konturlar kompleks
diizlemde iki noktay1 siirekli olarak birlestirirler. Ancak sonlu sayida noktada
tegetleri olmayabilir. y(t) egrisi, R reel dogrusunun bir kapali araligindan,
kompleks diizleme siirekli bir gonderimdir:

y(@®):[a,b] c R > C
y’nin u¢ noktalardaki siirekliligi yanaldir, yani
v(a) = limy(®), y(b) = limy(®)

y ile belirlenen egri C’de bir alt kiimedir. Yani, kapal1 bir araligin gonderimi de
kapalidir. y(a) = y(b) ise, y(t) egrisi basit kapali bir egri ya da Jordan egrisi
olarak adlandirilir. Eger egrinin yonelimi saat ibrelerine ters ise, pozitif
yonelimlidir.

Ornek: Birim ¢ember z = e (0 < 6 < 2m) orijin etrafinda basit kapali bir
egridir ve saat ibreleriyle ters yonde yonlendirilmistir.

z = Re'® + z, ise merkezi z,’da olan R yaricapli gembedir.

Ayni nokta kiimesinden farkl1 bir yay da yapilabilir. z = e ™% (0 < 6 < 2m), z =
e'? ile belirlenen aym yaydir, ancak bu sefer saat ibreleriyle aym yonde

yonlendirilmistir.

3.3. Kompleks Diizlemde Egrisel Integraller

Kompleks diizlemde y(t) konturu iizerinden kompleks degiskenli bir
fonksiyonun integrali agagidaki gibi tanimlidir.



Tanim: f, A c C agik aralifinda tanimhi siirekli bir fonksiyon olsun
vey(t):[a,b] = C, parcali C! smifindan bir egri olsun. Burada, y([a,b])
A’dir. f’in y boyunca integrali asagidaki ifade ile verilir:

| r=] Fot=Y [ @ e

14 k=0

Burada y’'(t), y(t)’nin t’ye gore tiirevini gosterir. Her, (ay, ai4,) araliginda
f(y(t)) fonksiyonu siireklidir. Ayni1 zamanda (ay, Qy41) araliginda
f(y(@))y'(t)’de siireklidir. Sonlu ug noktalar1 a; ve a,., ile Riemann integrali

j O ©Odt, k=04,..n

vardir.

Yukarida verilen notasyonu basitlestirmek igin, y'(t)’nin siireksizliklerini g6z
oniine almadan kapali bir formda yazalim:

jy ijy f(z)dzzfabf(y(t))yr(t)dt

() integrali, R*’deki ¢izgi integraline benzer. f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ve
y(t) = x(t) + iy(t) olsunlar. O zaman z = x + iy ve dz = dx + idy

j f= j (u(x, y) + iv(x, y))(x'(t) + iy'(t)) dt
y ¥

= j [ux' —vy'] dt + ij [uy’ + vx] dt
1 1

= J [udx — vdy] dt + ij [udx + vdy] dt
¥ 1

3.3.1. Kontur (egrisel) integrallerin Ozellikleri

y(®):[a,b] = C, par¢ali C' smmfindan bir egri ve f,g:C — C fonksiyonlar
olsunlar.

a) Lineerlik: f ve g, y([a, b]) tizerinde siirekli fonksiyonlar olsunlar. &, § € C
olmak tizere,



Jy[af+ﬂg]=afyf+/>’jyg

ozelligi saglanir.

b) Simdi y’nin tersi egriyi (konturu) —y(t)’yi diistinelim. f, y([a, b])’de siirekli
olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

f_yf=—fyf

¢) ¥1 (1), v, (t) parcali C* sinifindan iki egri olsunlar. Oyle ki, (y; (t) + v, (t)) iyi
tanimhi ve f, (y1 + v2)([a, b])’de siirekli olsun. Bu durumda,

RN

vardir.

Problemler:

1.1={ ¢ Z dz integralinin degerini bulunuz. Burada, z = 2e'? (—% <6< %) ve

C |z| = 2 gemberinin z = —2i’den z = 2i’ye sag yarisidir.
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