3. BOLUM: KOMPLEKS DUZLEMDE INTEGRALLER

3.4. Cauchy Teoremi

Cauchy teoremi, kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinde temel bir sonugtur.
R?’de Green teoremi, ¢ift kath integral ile ¢izgi integrallerini iliskilendirir.
P(x,y) ve Q(x,y), y pozitif yonlii, parcali diizgiin, R?’nin basit kapal1 bir
konturu iginde ve iizerinde C! smifindan iki fonksiyon olsun. Bu durumda
asagidaki esitlik vardir:

j (PG, y)dx + Q(xy)dy) = j f Qs — P,)dxdy
14 A

Burada, A y’nin siminidir.

Teorem: y basit kapali bir kontur olsun ve f’de y’da ve y’nin i¢inde tiirevi siirekli
ve analitik bir fonksiyon olsun. O zaman

j f(2)dz =0, (35 f(2)dz = 0)
Y Y

saglanir.

Ispat: f = u + iv ve dz = dx + idy olsun. Bu durumda,

jyfzjyf(z)dzzL (udx—vdy)+ify (udy + vdx)

Her bir integralde Green teoremi kullanilirsa,

jy f= J (—vx — uy)dxdy + iﬂ(ux — vy )dxdy

ve Cauchy Riemann kosullar1 géz oniinde bulundurulursa,
Uy = Uy, Uy = —Vy

her iki integralde sifir sonucunu verir.

Teorem: y basit kapal1 bir kontur olsun ve f’de y’da ve y’nin i¢inde analitik bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, y kapali konturu iizerinden f fonksiyonunun
integrali sifirdir:



j f(2)dz =0 (35 f(2)dz = 0)
Y Y

Sonu¢: (Cauchy-Goursat teoreminin ¢oklu baglantili  bdlgeler igin
genellestirilmesi)

y basit kapal1 bir kontur olsun ve y;,¥>, ..., ¥, kendi aralarinda kesismeyen basit
kapal1 konturlar olsunlar. y;,¥s, ..., ¥, ’lerin hi¢ biri bir digerinin i¢cinde olmasin,
sadece y’nin iginde olsunlar. f fonksiyonu y ve y;,v,, ..., ¥, arasindaki bolgede
analitik ise

n

fyf=2ff

k=1"Yk

saglanir.

Sonugc: y; Ve y, pozitif yonlii, basit kapali egrileri (konturlar1) arasinda kalan
bolgede analitik olan bir f(z) fonksiyonu olsun. Bu durumda,

.fh f(z)dz=fy2 f(z)dz

saglanir.

Bu sonug¢ egrilerin deformasyonunun temeli olarak bilinir. Sonu¢ olarak bu
bolgedeki analitik fonksiyonun integrali gidilen yoldan bagimsizdir.

3.5 Cauchy Integral Formu

Teorem: f, basit kapali ve pozitif yonlii kontur y’nin i¢cinde ve lizerinde analitik
olsun. Eger, z, ¥ ’nin i¢cinde herhangi bir nokta ise, o zaman

1 .[y f(z2)dz

21l Z— Z,

f(z0) =

saglanir.



Bu formiil Cauchy integral formiilii olarak adlandirilir. Kisaca, eger f fonksiyonu
y basit kapali konturunun i¢inde ve tizerinde analitik ise, f’in y’nin igindeki
degerleri, f’in y lizerindeki degerleri ile tam olarak belirlenir. Cauchy integral
formiilii

[ 222 = amifa
Y

Z_ZO

olarak yazilirsa, basit kapali konturlar boyunca integrallerin hesaplanmasinda
kullanilabilir.

NOT: Eger z, konturun disinda ise — f L@ _ gy,

Z—2y
Ornek: z, = 1 noktasin i¢ine alan kapali bir egri iizerinde
j z2+1 4
VA
y Z— 1

f f(Z)dZ

integralini hesaplayiniz.

Cauchy integral formiilii; f(zy) = —

21

Zo =1, f2)=z?+1 > f(1)=12+1=2
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Problemler:
1. y pozitif yonlii, |z| =1 birim ¢emberi iizerinde gﬁy Cozﬂ dz integralini
hesaplayiniz.

2. y pozitif yonli, x = £2 ve y = +2 cizgileri (dogrular1) boyunca uzanan
kenarlara sahip karenin sinir1 olsun.

)fﬁy - ( N dz integralini hesaplayiniz.



exp(—z) . ..
b) gﬁy —2) dz integralini hesaplayiniz.
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