4. BOLUM: SERILER

4.1. Dizilerin Yakinsakhgi
Kompleks sayilarin sonsuz bir dizisi
Z1,Z9, ey Zn
z limitine sahiptir eger, her pozitif € sayis1 i¢in,
|z, —z| <& (n>nyoldugunda)
esitsizligini saglayan bir n, tamsayis1 varsa.

Geometrik olarak, n’nin yeterince biiyiik degerleri i¢in, z,, noktalar1 z’ nin verilen
herhangi bir & komsulugu i¢indedir. z,, noktalar1, € ¢ok kiigiik secildiginden alt
indisleri arttiginda z’ye keyfi olarak daha da yaklasirlar. ny’1in degeri € degerine
bagli olmalidir.

Bu dizi en azindan bir limite sahip olabilir. Yani, eger limit var ise z’nin limiti
tektir. Bu limit var oldugunda, dizi z’ye yakinsar denir ve

lim z, = z

n—oo

olarak yazilir. Eger dizinin limiti yok ise dizi iraksar.

Teorem: z, = x, +iy,, n =1,2,3,...ve z = x + iy olsun.

lim z, =z

n—oo

limiti vardir ancak ve ancak

limx,=x ve limy,=y
n—>0o

n—>00

limitleri varsa (mevcut ise).

4.2. Serilerin Yakinsakhgi

Kompleks sayilarin sonsuz serisini ele alalim:

[}

zzn=z1+z2+---+zn+---

n=1

Bu seri S’ye yakinsar, eger dizinin kismi toplamlari



N
SnZEZn=Z1+Z2+"'+ZN, N=1,2,

n=1

S’ye yakinsiyor ise. Bdylece,

ZznzS
n=1

olarak yazilir.

Dizi en azindan bir limite sahip olabileceginden, seri en azindan bir toplama
sahiptir. Eger seri yakinsamaz ise, 1raksaktir denir.

Teorem: z, = x, +iy,, n=1,2,3,..veS = X +iY olsun.

zzn=5

n=1
vardir ancak ve ancak
0 o
an=X ve Zyn=Y
n=1 n=1
ise.
Bu teoremden,
o o 0
an+iyn =an+i2yn
n=1 n=1 n=1

yazilabilir, ancak sagdaki seriler ya da soldaki yakinsak ise.

4.3. Taylor Serisi

Taylor teoremine tekrar geri doniiyoruz. Bu teorem bu boliimiin en Onemli
sonuclarindandir.

Teorem: Merkezi z,’da bulunan, R, yarigapli, |z — z,| < R, diskinde analitik
olan bir f fonksiyonu olsun. f(z), kuvvet serisi olarak ifade edilebilir:



(e0)

f) =) anG=2)"  lz=2| <Ry

n=0

Burada, a,, katsayilari

n=0,12,..

n

ARIED)
T

olarak tanimhidir. Yani, z acik disk i¢indeyse, bu seri f(z)’ye yakinsar.

f(z) =Yn-0a, (z—2y)" bu da f(z)’nin z, noktas1 yakininda Taylor serisine
acilimidir. Bu reel sayilardan ¢ok iyi bilinen Taylor serisinin, kompleks sayilara
uyarlamasidir. Burada,

fO(z0) = f(z) ve 0!=1
olmak lizere, seri agikca asagidaki gibi yazilir:

f’(Zo) 11(zo)
TR

z, noktasinda analitik olan her fonksiyon, z, yakininda serisine sahip olmalidir.

(z—29)%+, |z—2z9|l <R,

f(2) = f(z0) +

Eger f’in z, merkezli cemberin i¢inde her yerde analitik oldugu biliniyorsa, bu
cemberin i¢indeki her bir z noktasi i¢in, f(z)’nin z, yakinindaki Taylor serisi
yakinsaktir. z, = 0 oldugunda, f(z) fonksiyonunun |z| < R, diski iginde analitik
oldugu varsayilir ve bu durumda seri Maclaurin serisi olarak adlandirilir:

(0]

ore
F =YD g <,

n!

n=0
Ornek 1: f(z) = e? fonksiyonu tam oldugundan, tim z’ler icin gegerli
Maclaurin seri gosterimine sahiptir. Burada, f M(z)=e? n=0,12,.. ve
f™(0) =1, z, = 0 oldugundan

2, IO
@)=Y g s = S

n!

n=0 n=0

o0
ZTL
g |z| < oo
n=0 '

Eger,z=x+1i0ise,



X
ex:z:ﬁ' (o0 < x < ™)

n=0

olarak yazilir.

4.4. Laurent Serileri

Eger bir f fonksiyonu, z, noktasinda analitik olmuyorsa, bu noktada Taylor
teoremi uygulanmaz. Bununla birlikte, f(z) i¢in (z — z,)’1n pozitif ve negatif
kuvvetlerini igerecek sekilde bir seri temsili bulunabilir. Simdi boyle temsillerin
teorisi verilecek. Bunun i¢in Laurent teoremi ile baglayalim.

Teorem: f fonksiyonu, z, merkezli R, < |z — zy| < R, bolgesinde analitik ve
C?! de z, etrafinda pozitif yonelimli basit kapali bir kontur olsun. Bu bdlgenin her
bir noktasinda, f(z) seri temsiline sahiptir:

[e 0] [0 0] b
— _ n . n

f@=) az=2)"+ ) o=

n=0 n=1

Burada,
1 f(z)dz B

=i G g M= 012
b, = 1 f(z)dz

2mi ), (z —zp) Y

olarak verilirler.

Ymeq seri agciliminda n — —n degisikligi yapalim:
=t (z- )
nz_:oo (z - Zo) "
Burada,

1 f(z2)dz

2mi ), (z —zp)"t1’

b_, = =—1,-2,..

ile verilir. Boylece,



-1 o
FD = ) balz—2)"+ ) an(z=7)"
n=0

n=—oo

olarak yazilir. Eger,

_{b_n n<-1
“Zla, n=0

olarak tanimlanirsa, f(z) asagidaki gibi yazilabilir:

(0]

f(z) = Z cn(z—29)", Ry <|z—2z)| <R,

n=—oo
Burada,
1 f(z)dz
—  n=0+1,+2,..
e 2mi ). (z —zp)"H1
ile verilir.
F@= D elz=z)"
n=—oo
ve
(ole] . (o'e] bn
f(z) = zan(Z—Zo) +zm
n=0 n=1
Laurent serisi olarak adlandirilir.
Ornek 1:
. = g B z z¢* z3
e —-EEJET = 14_ii+-§T4_§T_F.”

n=0

Maclaurin seri agiliminda z yerine 1/z yazalim:

el/? Z . 1+1+ ! + ! + 0<|z| <o
— — .. VA
z"n! 11z  21z%2 3173




Burada, pozitif kuvvet yok, pozitif kuvvetli terimlerin katsayilari sifirdir. 1/z’nin
katsayis1 birdir ve Laurent teoremine gore bu katsay1 asagidaki integral alinarak
bulunur:

1
by =— | eY%dz
2mi )

Burada, C pozitif yonlii, orijin etrafinda basit kapali bir konturdur. b; =1
oldugundan

1
1=— elzdz = 27Ti=j el/Z dz
21l J c

integrali bulunur. Bu 6rnekten de goriildiigii gibi bu yontem ile, basit kapali
konturlar ¢evresinde bazi integraller bulunabilir.
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