4. BOLUM: SERILER

4.5. Izole Tekillikler ve Siniflandirilmalari

Cauchy Goursat teoremine gore, eger f(z) fonksiyonu basit kapali C konturu
tizerinde ve i¢inde analitik ise, bu kontur iizerinden f(z) fonksiyonunun integrali
sifirdir. Eger, f(z) fonksiyonu basit kapali € konturu i¢inde sonlu sayidaki bazi
noktalarda analitik degil ise, rezidi olarak adlandirilan belirli bir say1 vardir ki her
bir noktadan gelen bu sayilar integralin degerine katkida bulunur. Bu kesimde
fonksiyonun analitik olmadig1 bu noktalar1 siniflandiracagiz.

Tamm: f(z) analitik bir fonksiyon olsun ve z, da kompleks diizlemde bir nokta.
z, noktasi izole tekil bir noktadir, eger f(z) fonksiyonu z, hari¢ z,’1n ¢evresinde
analitik ise.

f(2) fonksiyonu z, noktasinda bir izole tekil noktaya sahip olsun, f(z) Laurent
serisine sahiptir:
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=17 Zp daj(Z) nin temel kismi olarak adlandirilir. Serinin temel kismini
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—40

kullanarak izole tekil nokta z,’1 siiflandiralim. Ug 6zel tip izole tekil nokta
vardir:

Kaldirilabilir, basit kutup ve esas (esencial) tekil nokta.
a) Eger vn € N igin b,, = 0 ise, z, f’in kaldirilabilir tekil noktasidir.

b) Eger b,,, #0ve b, =0V n >mise, z, f’in m. dereceden kutbudur (kutup
noktasidir). Eger m = 1 ise z, basit kutup noktasi olarak adlandirilir.

c) Eger b,, # 0 katsayilarinin sayisi sonsuz ise, z, f’in esas tekil noktasidir.

Tamm: Bir izole tekil nokta olan z,’da f’in rezidiisii, z, etrafindaki Laurent seri
aciliminin ilk katsayisi b, ’in degeridir:

Res(f,z,) = b, yada b; = Res f(2)
Z=Zy
Bu katsay1 daha once tanimlandig1 gibi hesaplanir:
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C, z, merkezli bir cemberdir ve serinin yakinsama bolgesini icerir. Boylece,

2mi Res f(2) = J f(z)dz
z=z, c

esitligi elde edilir. Bu da basit kapali konturlar iizerinden belli integralleri
hesaplamada giiclii bir yontemdir.

Ornek: [ c Exp(iz) dz = 0 esitliginin saglandigin1 gosteriniz.

C bir 6nceki 6rnekteki gibi, pozitif yonlii |z| = 1, birim ¢emberi olsun —,z=0

harig her yerde analitiktir. izole tekil nokta z = 0, gemberin i¢indedir.

e?’nin Maclaurin seri temsini géz oniine alalim:
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Integrantin rezidiisii sifirdir (b; = 0), boylece integralin saglandig1 goriiliir.

Teorem: C pozitif yonlii, basit kapali bir kontur olsun. Eger f(z) fonksiyonu
C’nin i¢inde ve lizerinde sonlu sayida z, tekil noktasi disinda analitik ise

f(z)dz = 2mi Res f(2)
j;: ; Z=Z

vardir. C, ¢emberleri pozitif yonlii, z, merkezli, C’nin icine yer alan ve ortak
noktalar1 olmayan ¢emberlerdir. C;, ¢gemberleri, basit kapali kontur C ile birlikte,
f’in analitik oldugu kapali1 bolgenin sinirlarini olustururlar ve Cj,’nin disinda ve
C’nin i¢indeki noktalarin olusturdugu ¢oklu baglantili bolgedir. Boylece Cauchy
Goursat teoremi bu bolgelere uygulanirsa:
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elde edilir. Buradan,

f(z)dz = 2mi Res f(z), k=172,..
Ck Z=Zk

o 5z-2
Ornek: [ o

Burada, C pozitif yonlii, |z| = 2 yarigapli gemberdir. Integrant iki tane izole tekil
noktaya sahiptir: z = 0, z = 1. Her iki izole tekil nokta da C’nin igindedir.
Maclaurin serisinin yardimiyla, z = 0’daki rezidii B; ve z = 1°deki rezidi B,
bulunabilir.

dz integralini yukaridaki teoremi kullanarak hesaplayiniz.
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Buradan, i’nin katsayisinin 2 oldugu hemen goriiliir. Yani, B; = 2°dir.

52—2 5(z—-1)+3 1
z(z—1) z—1 1+(z—-1)
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=(5+;)(1-(Z-1)+(Z—1) +)

Buradan, —’nin katsayis1 3 olarak bulunur. Yani, B, = 3’diir. Sonug¢ olarak

z—1

integral,

j 272 1y = 2mi (B, + B,) = 10mi
=1 z = 2mi (B ,) = 10mi
k

Teorem: f(z) analitik fonksiyonunun z, izole tekil noktas1 k. dereceden bir
kutuptur, ancak ve ancak

lim (z — 20)"f (2)
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mevcut ve sifirdan farkli ise.
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Ornek:
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Z+;—2+(Z—2)+;, 0<|z-2]<
zy = 2’de (m = 1) basit kutuba sahiptir. Bu durumda rezidii b; = 3’diir.

4.6. Kutuplardaki Rezidiiler

Teorem: f(z) fonksiyonunun, izole tekil noktast m. dereceden bir kutuptur,
ancak ve ancak f(z) asagidaki gibi yazilabiliyorsa:

¢ (2)

(z = zp)™
Burada, ¢(z) analitiktir ve z,’da sifirdan farklidir. Dahasi,

Res f(z) = ¢(z0) egerm=1

f(2) =

ve

m-—1
Res f(z) = G egerm = 2

z=2z, (m-1)!

olarak tanimlanir. m = 1 olan esitlik, m = 2 olandan m = 1 i¢in elde edilir.

(@ (20) = ¢(z,) ve 01=1)

Ornek: f(z) = 222119 fonksiyonunu ele alalim. z = 3i’de izole tekil noktaya
sahiptir ve
_¢@
f@) = z—3i

Burada, ¢(z) = Z—ile verilir. ¢ (z) z = 3i’de analitiktir ve ¢(3i) # 0’dir. z =
3i noktas1 f(z)’nin basit kutbudur ve bu noktada rezidii

3i+1—i 3—i

B =900 =—— 5=
z = —3i’de f(z) nin basit kutbudur ve bu durumda rezidi
341
B, = f(-3i) = 6



4.7. Analitik Fonksiyonlarin Sifirlar

Bir fonksiyonun kutuplari ve sifirlar1 birbirleriyle yakindan iliskilidir.

Teorem: f(z), z,’da analitik fonksiyon olsun. f z,’da m. dereceden sifira
sahiptir, ancak ve ancak z,’da sifirdan farkli bir g(z) fonksiyonu var ise:

f@2) = (z~-2))"g(2)

Ornek: f(z) =23 —8=(z—2)(z% + 2z + 4) polinomunu ele alalim. z, =
2°’de m = 1. dereceden sifira sahiptir:

f(2) =(z-2)9(2)

Burada g(z) = (22 + 2z + 4)’tiir ve f ve g fonksiyonlari tamdir. g(2) = 12 #
0’dur.

Zo = 2, f’in m = 1. dereceden sifiridir, f tamdir ve f(2) =0 ve f'(2) =12 +#
0’dur.

Teorem: p ve g fonksiyonlar1 z, noktasinda analitik olsun. Eger, p(z,) # 0,
q(zy) =0 ve q'(zy) # 0 ise, z, p(2)/q(z) oranminin basit kutup noktasidir ve
rezidii asagidaki gibi bulunur:

Resp(Z) _ p(z0)
z=20q(z)  q'(2o)
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