5. BOLUM: REZIDULERIN UYGULAMALARI

Bu boliimde rezidii teorisinin bazi 6nemli uygulamalar1 ele alinacak. Reel
analizdeki belirli tipteki has olmayan (improper) integraller de bunlarin i¢indedir.
Sinirlarinda sonsuz igeren ya da sinirlarinda tanimsizliga neden olan sinir igeren
integraller has olmayan (genellestirilmis) integraller olarak adlandirilirlar.

5.1. Has Olmayan integrallerin Hesabi

f(x) reel fonksiyonunun has olmayan integrali, yar1 sonsuz aralik iizerinde
tanimlanir:
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Sagdaki limit var oldugunda, bu integral bu limite yakinsar denir. Eger, f(x) tiim

x’ler icin siirekli ise, onun has olmayan integrali sonsuz aralik ilizerinden
tamimlanir (Eger x ekseninde tekillik var ise bu integral bu ifade biraz daha
farklidir):
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Her iki limit de var ise, integral bu limitlerin toplamina yakinsar. ffooo f(x)dx

integralini bulmanin bir yolu da Cauchy prensip degerini bulmaktir:
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Burada,
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olarak tanimlidir.



Ornek:
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Bu iki limit var olmadigindan, has olmayan integral de yoktur.

f (x) fonksiyonu (—oo < x < 00) tiim x’ler i¢in ¢ift fonksiyon olsun:

f(=0) = f@)

ve Cauchy prensip degeri var olsun. Bu durumda,
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esitligi vardir.

Simdi rezidiilerin toplamini iceren metodu tanimlayalim. Bu metot siklikla
f(x) = p(x)/q(x) seklindeki rasyonel fonksiyonlarin has olmayan integrallerini
hesaplamada kullanilir. Burada, p(x) ve q(x) reel katsayili polinomlardir ve ortak
carpana sahip degildirler. q(z) reel sifirlara sahip degildir, fakat en azindan bir
tane reel eksen tlizerinde sifir1 vardir.

1) i1k adim olarak, polinom olan ¢ (z)’nin reel eksenin iizerinde kalan birbirinden
farkli sifirlar1 belirlenir. Bunlar sonlu sayidadir ve zq,2z,,...,2, olarak
etiketlendirilebilirler. Burada, n q(z) ’nin derecesine esit ya da kiigiiktiir.

2) Daha sonra
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oraninin pozitif yonlii yar1 ¢ember iizerinden integrali alinir. Basit kapali kontur
iki parcadan olusur:

) —R’den R’ye reel eksen tizerindeki parga (segment)
i)  |z| = R yaricapli ¢gemberin iist tarafi. Saat ibrelerinin tersi yonde
yonlendirilmistir (pozitif yonlii) ve Cy ile gosterilir.

R pozitif sayisi, zq,Zz,, ...,Z, noktalar1 kapali egrinin i¢inde kalacak sekilde
yeterince biiylik bir sayidir. Reel eksenin yukarida sozii edilen parcasinin
parametrik temsili z = x (—R < x < R) ve Cauchy rezidii teoremi kullanilirsa
integral asagidaki gibi bulunur:
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Eger,
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olur.
Problemler:
1.1=] 000 x21+1 dx has olmayan integralini rezidiileri kullanarak hesaplayiniz.
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