5. BOLUM: REZIDULERIN UYGULAMALARI

5.2. Fourier Analizindeki Has Olmayan Integraller

Rezidii teorisi

foof(x) sin ax dx, JOO f(x) sin ax dx

gibi yakinsak has olmayan integralleri hesaplamakta kolaylik saglar. Burada, a
pozitif bir sabiti gostermektedir. f(x) = p(x)/q(x), burada p(x) ve q(x) reel
katsayili polinomlar ve ortak ¢arpana sahip degiller. Ayrica, g(x)’in reel eksenin
iist tarafinda sifir1 yok ve en azindan bir tane reel eksenin lizerinde sifir1 var. Bu
tip integraller ile Fourier analizinde karsilasilir.

Teorem: f kompleks diizlemde meromorf bir fonksiyon (kompleks diizlemin
acik bir D kiimesi tizerinde, fonksiyonun kutup noktalar1 disinda her yerde analitik
olan fonksiyon) olsun, Oyle ki z; tekilliklerinin hi¢ biri reel eksende olmasin.
le_{g f(z) = 0 oldugunu varsayalim.

Bu durumda, a > 0 i¢in

j " f0) €9 dx = 2mi z Res (¢'%#f (2))

Imz,>0

Eger, f(x) tiim reel eksende reel ise,

joof(x) sinax dx = Im | 2mi z Res (e f(2))

Imz,>0

joof(x) cosax dx = Re| 2mi z Res (e f(2))

Imz,>0

Eger, a < 0 ise, yukaridaki formiillerde ayn1 degisiklikler olur:

2mi Z ZR=eZs(eiaZf(Z))—>—27Ti Z ZR=eZs(eiaZf(Z))

Imz,>0 Imz, <0



Sonug olarak, f(x) tiim reel eksende reel ise

f_oof(x)ei“x dx = f_oof(x)cosaxdx+if_oof(x)sinaxdx

Her iki integralde reeldir ve rezidii teoremi yardimiyla hesaplanir.

o0 cosax

Ornek: f(x) = |

0 2Zi1 dx integralini hesaplayiniz.

f (x) fonksiyonu ¢ift fonksiyondur: f(—x) = f(x). Boylece,

j‘wcosaxd _1j‘°° cosaxd
I e T

tim reel eksende x € R’de reeldir.

I_f"" cosaxd R f°° glax p
) x2+1 = e X% +1 x

x2+1

1
z2+1

f(2) = fonksiyonunun kutuplari, z? + 1’in sifirlaridur.

Z°4+1=0 = 2z2=-1 =2z=+i

f(z)’nin basit kutuplaridir. Biri kompleks diizlemin {ist yarisinda (z; = i) ve
digeri kompleks diizlemin alt yarisindadir (z, = —i).

a > 0 alalim ve kontur {ist yar1 diizlemde olsun:

5 . eiaz p(i) eia21 e @
L= i\ +1) " 70 22, 2

oo elax elaZ
[ =Re j dx = Re[2mi Res < )] =me™

wX2+1 z=z;=i\z%? + 1
J‘”cosaxd e ¢
x =
0o X2+1 2

elde edilir. Eger a < 0 ise, z, = —i kutbundaki rezidiiniin integrali bulunur:

( eiaz > p(—i) eiazz e

B, = R = = =
2 = i\zZ+ 1 q(—i) 2z, —2i

Z=Zp=—1




o] eiax eiaz
— — 4 — a
[ =Re f_oo 211 dx = Re[—2mi z=l§2e§—i <Zz n 1)] = 1e

j coS ax ne“
=
x2 + 1 2
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