5. HAFTA

FAKTOR ANALIZi

Faktor analizinde amag, degiskenler arasindaki kovaryans yapisini, gozlenemeyen ancak
rasgele degerler olan faktorlerle aciklamaktir. Faktor analiz modelinde degiskenlerin

aralarindaki korelasyona gore gruplandirildigi kabul edilir.

Ortogonal Faktor Modeli

p bilesenli gozlenebilen X = (X, X,,..., X )rasgel vektori igin E(X)=p veCov(X)=X
olsun. Bir faktér modeli X ’in faktor adi verilen F,F,,....,F, gozlenemeyen rasgele
degiskenlere gore lineer bagimliligini ve hata adi verilen ¢,¢,,...,&, gibi p tane ek degisim

kaynagindan olusur. Bu hatalara bazen 6zel faktorler de denir.

Genel olarak bir faktor analizi modeli,

X —w=0F+I1,F,+..+1 F +¢g

Im™ m

X, —p, =L F,+1L,F,+..+1, F +¢,

X, —u, =1, F+l,F,+.+l F, +¢,

pm= m

bi¢iminde veya matris gosterimiyle

olarak ifade edilir. Burada /, katsayisi, j inci faktor Uzerinde i inci degiskenin agirligidir ve
j=L2,..,m, i=L2,..,p dir. Boylece L matrisi de faktor agirliklar(yiikleri) matrisidir. &, ,
1 inci Ozel faktor sadece 1 inci degisken X, ile iligkilidir. X, —z4, X, —p,... X, —u,
sapmalari(farklari), —goézlenemeyen p+m taneF,F,,..F, ve &,&,,..,&, rasgele

degiskenlerine gore ifade edilir.



Varsayimlar:

E(E)=0

—mx1

Cov(F) = E(FE")=1,,,

E(e)= pr1

Cov(e)=E(¢ &)

= \PPXP
(v, 0 . . . 0]
0O vy, . . . O
0 O v,

ve F ile ¢ iliskisizdir. Yani
Cov(e, F)=E(eF")=0,,
dir.

Yukaridaki varsayimlardan ve X —-u4 =L F +te iliskisinden ortogonal faktor

(px1) —(px1) (pxm) (mx1)

modeli olusur.

Ortogonal faktor modeli X rasgele vektoriinlin varyans-kovaryans yapisini verir. X rasgele
vektorilinlin varyans-kovaryans matrisinin

Cov(X) = E(X - p)(X - p)
= ZPXP

oldugunu biliyoruz. X -4 =L F +te ortogonal faktér modeli
( pxl

pxl) —(px1) (pxm) (mx1)

X-u=LF+¢
(X=X —p) =(LE+e)LE+¢g)
=(LE+&)(LE) +(£))
=LFE(LE) +&(LE) +LEg +¢ &'

biciminde diizenlenebilir. Bu ifadenin beklenen degeri alinirsa,



E(X -u)(X—p) =ELF(LE))+ E(e(LE))+E(LEE)+ E(g £)
=E(LFF'L)+ E(eE'L)+ E(LEe) + E(e &)
=LE(FF')L'+E(eE")L'+ LE(Ee) + E(¢ £)
=LL'+¥

olarak elde edilir. ifade agik olarak yazilirsa

z = L L + V¥
_‘711 Op ‘71,7_ _111 112 llm_ _111 121 lpl ] _'//1 0 0
Op Oy (2 121 122 lZm 112 122 lp2 0 2} 0
= +
G, O, Oy | _lp1 lp2 lpm_ _llm L, lpm_ i 0 0 ¥,
dir. Buradan,
Var(X,) = o,

12 2 2
=L+ 0L+ 4Lty
ve

Cov(X,X,)=0,
=00+, +. 4+

im"km

dir. Ayrica, rasgele degiskenler ile faktorler arasindaki iliski de incelenebilir. Buradan

X-p=LF+¢
X -wE' =(LE+e)F'
=LFF'+¢F'

olmak iizere,
Cov(X,F)=E(X - u)(F—E(E))
=E(X —p)(L)
=E(LEF'+¢F")

=LE(EE")+ E(¢E")
=L

dir.

Buradan,




Cov(X,,F,)=1,
dir.

Sonug olarak X, rasgele degiskenin varyansinin m tane ortak faktdrce agiklanan kismina, ortak

faktor varyansi (ortaklik ) ve agiklanamayan kismina 6zel faktdr varyansi veya hata varyansi

ad1 verilmektedir. Boylece

Var(X,;)=o,
=0+ 0 +..+L +y,

ifadesinde 4’ =1; +1’ +...+ [’ olarak alinirsa

aﬁzhfﬂ//i , i=12,.,p

dir.
Ornek 7:
19 30 2 12 4 1
57 5 23 7 2 o
Y= ve L= olarak verilsin.
38 47 -1 6
68 1 8

Degiskenlerin 6zel varyans matrisini elde ediniz.
Coziim 7:
Degiskenlerin 6zel varyans matrisi ¢» = Cov <§> = diag {77/}1} idi.

Var(XZ,) = ilﬁ + 1,
j=1

olup buradan
G =Var(X) =31 i=12..p
j=1
n

(hata varyansi, agiklanamayan kisim)



ZZ_ : J. faktor tizerinde 1. degiskenin agirligidir. Boylece L matrisi faktor agirliklart matrisidir.

h2:l2 +l? :42 +12:17 h(Z l2 +Z? —
b = Var( )=k =19-17=2 w—Var(X) B =38-37=1

h =0 +1, =742 =53 =0+ =1+8 =65
1/)—Var( ,)—h =57-53=4 1/)—Var( \)— Bl =68—65=3

2 0 00

0 4 0O .
P = olarak elde edilir.

0 01 0

0 0 0 3

Ortogonal bir faktdor modelinde, Xrasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisindeki

1 1
(p+ > p(p-1)= 5 p(p+1) tane varyans ve kovaryans; pm tane /; faktor agirliklar ve p tane

y, 0zel varyansindan yeniden elde edilmektedir, i =1,2,...,p , j=L2,..,m. p=m oldugunda

varyans-kovaryans matrisi X, LL' ile elde edilir. Bu durumda ¥ elemanlarini tiimii sifir olan

bir matris olur. Ancak m < p oldugunda faktor analizi anlamli olmaktadir. Bu durumda bir

1
faktor modeli, X rasgele vektoriiniin varyans-kovaryans matrisi X ’daki > p(p+1) varyans-

kovaryans yapisini, daha az parametreyle agiklamaktadir.

Ornek 8 : p=3 ve m=1 olmak iizere X' = (X,,X,,X,) rasgele vktoriine iliskin pozitif tanimlt

varyans-kovaryans matrisi

1 09 0.7
Y= 1 04
1

olarak verilmistir. Faktor analizi modelini olusturunuz. [, ve ¢, degerlerini hesaplaymiz.

Elde ettiginiz degerleri istatistiksel olarak yorumlayiniz.



Coziim 8 : X(

—(px1) - ’l_ll(pxl) = (pxm)={mx1)

L F  +¢

£ faktor modelinde p=3 ve m=1 oldugunu goz

Ontine alirsak

Xl Hy l11 g Xl K= lnF; + g
Xz My = 121 Pl—{— & = X2_M22121F1+€2
X3 Mg l31 &y X3 —Hy = 131}71 + &

elde edilir. X, X, , X, rasgele degigkenlerine iliskin varyans-kovaryans yapisinin

> = LL'+ ¥ biciminde ifade edebilecegini biliyoruz. Buradan

1 09 07 |4,° Lk Ll |v, 0 0

11

1 04]|= l212 Ll |+ Y, 0
1 l?)l2 77bS
olup
1= ZM2 + 09=1/1, 0.7=1,,
l= l212 + 9, 0.4 =101,
1 = l312 + wﬁ’)
L 0.7 =11, 0.4 _
esitliklerinden e = 1, = ﬁln bulunur. Bu sonucu 0.9 =1 [,

21731

esitligindeyazarsak ln2 = 1.575 = [ = +1.255 elde edilir. Daha 6nce verilen
varsayimlardan Var(F,) =1 ve ¥ matrisinden Var(Xl) =1 dir. O halde

Corr (X F) = Cov(X F) = [, dir. Ancak korelasyon, mutlak degerce 1°den biiytik

1771 1771
olamaz. Ayrica ¢ =1— lH2 =1-1.575=—-0.575 < 0 olup Var (51) = 1), oldugundan yine
celiski elde edilmektedir. m=1 olan bu 6rnekte ¥ = LL'+ ¥ denklemi i¢in tek bir sayisal

¢Oziim miimkiindiir. Ancak katsayilarin istatistiksel yorumu i¢in sonug tutarh degildir.

Buradan bu ¢6ziim uygun degildir.



