7. HAFTA

En Cok Olabilirlik Faktor Tahmin Yontemi

Ortak faktorler £ ve 6zel faktorler £’ nun normal dagildigr kabul edilirse, faktor agirliklarinin

ve Ozel varyanslarin en ¢ok olabilirlik tahminleri elde edilebilir. £, ve &;” nin ortak dagilimi

normal ise, X U= LEj +g . J= L,2,...,n gozlemi de normal dagilir. Olabilirlik fonksiyonu
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bigimindedir. X =LL'+% oldugundan, bu fonksiyon L ve ¥’ ye baglhdir.

Sonu¢: X, X,,..X,, N,(4X) dagilimindan rasgele bir Orneklem olsun. Burada

Y =LL'+Y¥ m tane ortak faktér modeli i¢in varyans kovaryans matrisidir. L , ¥ ve f= X en

¢ok olabilirlik tahmin edicileri L'¥Y"'L nin diagonal olma sarti altinda yukarida verilen
olabilirlik fonksiyonunu maksimum yaparlar. Degiskenlerin ortak faktdr varyanslarinin en ¢ok

olabilirlik tahminleri

dir. Buradan, j inci faktore gore toplam orneklem varyansinin orani

72,712 72
L+0+.+1

S T8 +...+Spp
dir.
Ispat: En cok olabilirlik tahmin edicilerinin degismezlik ozelliginden, L ve W’ nin
fonksiyonlari, Lve ¥’ nin aym1 fonksiyonlari ile tahmin edilir. Ozellikle, degiskenlerin ortak
faktor varyanslar, & =2 +12 +.. 4+, B2 =1>+[2+..+I12 , i=1,2,..,p en ¢ok olabilirlik

tahminlerine sahiptir.
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Eger degiskenler Z=V " (X —u) bigiminde standartlagtirilirsa, Z’ nin varyans kovaryans

matrisi

Cov(Z) = Cov(V"*(X — p))
=Cov(V'"* X)
— V*l/ZCOV()_()Vfl/Z
— V71/22V71/2
— V71/2 (LL! + lI,)Vfl/Z
— V—l/ZLLrv—l/Z _+_ V—I/ZTv—l/Z
— (V—l/ZL)(V—l/ZL)! + V—l/Zva—l/Z
=L, L, +¥,

dir, burada Z rasgele vektoriiniin elemanlarina iliskin agirlik matrisi L, = (V"’L) ve 6zel

varyanslardan olusan matris ¥, = V""*¥V~"? olmak iizere

Jo. 0o . . . 0]
0 C,y - . . 0
V1/2 —
i 0 0 Ty |

dir. Ayrica E(Z)=0, Cow(Z)=p = Corr(X) dir.
En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin degismezlik 6zelliginden p 'nun en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisi

f) — (\‘,—1/2]:)(\}—1/21‘1)1 + {,—1/2@{,—1/2

=L,L,+¥,
dir, burada V72 ve L , V? ve L’ ninen cok olabilirlik tahmin edicileridir. Ayrica

72 72, 72 72
h =17 +15+...+1

i im

i=1L2,..,p

standartlastirilmis degiskenlerin ortak faktor varyanslarinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir

ve j inci faktore gore toplam (standartlastirilmis) 6rneklem varyansinin orant



A

2,72 72
Li+lh+.+1

p

dir, burada l:.j ler ﬂz elemanlaridir.

Ortak Faktor Sayisinin Belirlenmesi

Ortak faktor sayisinin belirlenmesi icin farklt yontemler mevcuttur. Bunlar1 bazilar1 temel
bilesenler analizinde, temel bilesen sayisinin belirlenmesi kriterleriyle aynidir. Bu kriterler

farkli sonuglar verebilir.

1. Omeklem varyans kovaryans matrisi kullanilarak faktorlestirme yapildiginda
(S—(I:I:’+ ‘i‘)) »p fark matrisinin elemanlart ¢ok kiigik veya standartlagtirilmis
degiskenler kullanildiginda yani 6rneklem korelasyon matrisi kullanilarak faktorlestirme
yapildiginda (R —(L,L,, +¥,)) o fark matrisi, elemanlari sifir olan matrise yakin bir

matris ise belirlenen faktdr sayisinin uygun olduguna karar verilir.

2. En basit karar verme siireclerinden biri 6rneklem Varyans-Kovaryans matrisinden
24
j=1
S tSytets,
2
matrisinden faktorlestirme yapiliyorsa ~—— > = sonucunu saglayan en kiiciik m degeri
P

faktorlestirme yapiliyorsa

2 o
ZE sonucunu veya Ornekleme korelasyon

uygun faktor sayisidir.

3. Korelasyon matrisinden faktorler elde ediliyorsa, 1’den biiyiik 6zdeger says1 kadar faktor
almabilir.

4. Yamag egrisi grafiginde (Scree plot) faktor sayisinin 6zdegerlere gore grafigi ¢izilir.
Asagida verilen 6rnek yamag egrisi grafiginde iki faktoriin yeterli oldugu sdylenebilir.

Grafigin diizlestigi noktadan 6nceki deger uygun faktor sayisi olarak alinabilir.
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5. Orneklem korelasyon matrisinden faktdrler belirlenirken, faktdr yiikleri matrisi L , ' den
elde edilen degiskenlerin ortak faktor varyans degeri }Aziz degerleri, 1’e yakin ise

faktorlestirmenin 1yi oldugu sdylenir. Eger bazi i;,.z degerleri kiictik ise (6rnegin 0.50 den
daha az) faktor sayis1 artirilmalidir.

6. Bartlet test yaklasimina gore de uygun faktor sayisi belirlenebilir¢ Bu test i¢in 6rneklem
yeterince bliyiik olmalidir. Bu durumda normal dagilim varsayimlar1 géz dniine alinabilir.

m tane ortak faktoriin yeterliligi i¢in hipotezler

Hy,:X, =L, L +¥

pxm=— mxp

H:x  #L L +¥Y

pxm=— mxp

bi¢iminde olmak iizere; Bartlett diizeltmeli elde edilen istatistik

2p+4m+5
6

[LL+ 5
) In( IS, )>Z«p—m>z—p—m>/2(0‘)

(n=1)~

-1
ise H, hipotezi o anlam diizeyinde reddedilir. Burada S, =17°s dir. nve n— pbiiyiik
n

2
olmalz. (p=m) —p=m serbestlik derecesi pozitif bir deger olmasi gerektiginden,

olmalidir.

2p+1—-48p+1
m< >

Sn| ile karsilastirilmaktadir. Eger n

m tane ortak faktor modelinin yeterliligi i¢in ‘ﬁ]:' +¥

biiyiik ve m, p ye gore kiigiik ise H,, hipotezi genelde reddedilir. Ancak T=LL+ ‘i’, S, e

yeterince yakin olabilir. Bu durumda daha ¢ok faktdr eklenmesi, bu eklenen faktorlerin 6nemli

olmasina ragmen yapiy1 anlamak i¢in ek bilgi saglamaz. Eger 6rneklem varyans kovaryans



matrisi yerine, orneklem korelasyon matrisi alinirsa, bu durumda hipotezleri test etmek i¢in

‘LL'+‘i"
IS

‘szfz +‘i‘z‘
R

kullanilan istatistikte In( ) yerine, In( | ) alinir.

Ornek 11 : ikinci diinya savasi sirasindaki olimpiyatlarinda 139 atlet ile 160 miisabaka
yapilmistir. 10 dekatlon dalinin her biri i¢in degerler standartlastirilmis ve n=160 miisabakaya

iliskin 6rneklem korelasyon matrisi asagida verilmistir:

1
0.59 1
0.35 0.42 1
0.34 051 0.38 1
0.63 049 019 029 1
0.40 052 036 046 034 1
028 031 0.73 0.27 0.17 0.32 1
020 036 024 039 023 033 0.24 1
0.11 0.21 044 0.17 0.13 0.18 034 024 1
-0.07 0.09 -0.08 0.18 0.39 0.00 -0.02 0.17 0.00 1

Burada degiskenler

<

—

: 100 metre kosu

>

N}

: Uzun atlama

<

w

: Gulle atma

s

: Yiksek atlama.

: 400 metre kosu

<

[=2}

: 110 metre engelli kosu

<

-

: Disk atma

<

: Sirikla atlama
X : Cirit atma

X, : 1500 metre kosu



bi¢iminde olup her bir dekatlon dali i¢in standart degerlerinin dagiliminin normal veya

yaklasik normal oldugu kabul edilmistir. m=4 alarak temel bilesenler ve en ¢ok olabilirlik

¢Oziim metotlarina gore faktor analizi yapiniz. Elde ettiginiz ¢oziimleri karsilagtiriniz.

Coziim 11: R matrisine iliskin 6zdeger ve 6zvektorler sirastyla
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3.7866 | 1.5173

1.1144

0.9134

0.7201

0.5950

0.5267

0.3837

0.2353

0.2075

g?'l =10.3549 0.4052 0.3607 0.3462 0.3184 0.3530 0.3192 0.2767 0.2231 0.0753]

é; =10.1767 0.1491 — 0.4340 0.1088 0.4474 0.0341 — 0.4231 0.0706 — 0.3564 0.4839]

é; =[—0.4928 — 0.1824 0.0445 0.1334 — 0.0793 — 0.1525 0.1037 0.3892 0.3523 0.6234]

é; =[0.2156 0.0968 — 0.1835 0.4142 — 0.4381 0.3606 — 0.2452 0.4549 — 0.2454 0.2916]

Temel bilesenler ve en cok olabilirlik ¢6ziim metotlarina iliskin faktor analizi asagida

verilmistir:
Temel Bilesen Yontemi En Cok Olabilirlik Yontemi
Degiskenler 72 7, P2 %
g [5 |8 [#]6 |8 [5 [5 [R [#]9

X 0.691 0.217 -0.520 | -0.206 | 0.84 | 0.16 -0.090 | 0.341 0.830 -0.169 | 0.84 | 0.16
1

X 0.789 0.184 -0.193 | 0.092 0.70 | 0.30 0.065 0.433 0.595 0.275 0.62 | 0.38
2

X 0.702 -0.535 | 0.047 -0.175 | 0.81 | 0.19 -0.139 | 0.990 0.000 0.000 1.00 | 0.00
3

X 0.674 0.134 0.139 0.396 0.65 | 0.35 0.156 0.406 0.336 0.445 0.50 | 0.50
4

X 0.620 0.551 -0.084 | -0.419 | 0.87 | 0.13 0.376 0.245 0.671 -0.137 | 0.67 | 0.33
5

X 0.687 0.042 -0.161 | 0.345 0.62 | 0.38 -0.021 | 0.361 0.425 0.388 0.46 | 0.54
6

X 0.621 -0.521 | 0.109 -0.234 | 0.72 | 0.28 -0.063 | 0.728 0.030 0.019 0.54 | 0.46
7

X 0.538 0.087 0.411 0.440 0.66 | 0.34 0.155 0.264 0.229 0.394 0.30 | 0.70
8

X 0.434 -0.439 | 0.372 -0.235 | 0.57 | 0.43 -0.326 | 0.441 -0.010 | 0.098 0.20 | 0.80
9

X 0.147 0.596 0.658 -0.279 | 0.89 | 0.11 0.998 0.059 0.000 0.000 1.00 | 0.00
10

Toplam .38 .53 0.64 0.73 0.13 0.37 0.55 0.61
standartlasti

rilmis

orneklem

varyansinin

birikimli

orani




(0.691)° +(0.789) +(0.702)° +(0.674)° +(0.620)* + (0.687)* 4 (0.621)* 4 (0.538)" + (0.434)° +(0.147)° 0.38
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Diger agiklama oranlar1 da benzer sekilde hesaplanir.
Iki farkli ¢6ziim yontemi ¢ok farkli sonuglar vermektedir.

Temel Bilesen Yonteminde:

Faktor 1°de 1500 kosusu ( X, ) harig diger tiim dallar biiyiik pozitif yiiklere sahiptir. Bu faktor

genel atletik yetenegi olabilir. Yani atletlerin atletizme yakinlig1 faktorii olabilir. Geriye kalan

faktorler kolayca ifade edilememektedir.
Faktor 2°de atma yetenegi ile kogsma yetenegi zit goriiniimdedir.

Fakat 3’de 100 metre kosusu ile 1500 metre kosusu zit goriinlimde olmasina ragmen bu faktor

iizerinde sirikla atlama degiskeninin agirlig1 da yiiksektir.

Faktor 4’14 izah etmek zordur.

En Cok Olabilirlik Yo6nteminde:

Faktor 1°de sadece 1500 m kosusu en biiyiik agirlia sahiptir. Bu yiizden birinci faktore

mukavamet kosu faktorii ismi verilebilir.
Faktor 2 kuvvet faktorii goriintimiindedir. (giille-disk-cirit atma agirliklar1 yliksek oldugundan)

Faktor 3 hizli kogsma faktorii olabilir. Ciinkii bu faktérde 100 m ve 400 m kosularinin agirliklar
yiiksektir.

Faktor 4 bacak kuvveti faktorii olarak degerlendirilebilir.

Dort faktorlii temel bilesen ¢ozlimii toplam 6rneklem varyansini daha ¢ok agiklamasina ragmen,
tahmini 6zel varyanslar baz1 durumlarda biiyiiktiir. (6rnegin yiiksek atlama ve engelli kosu) Bu
da bazi dallarin degerlerine gore 6zel niteliklerin olmasi gerektigini gdsterir. Dort faktorlii en
cok olabilirlik yontemi toplam 6rneklem varyansini daha az agiklamasina gore, en ¢ok olabilirlik

yontemi ile elde edilen artik matrisi daha iyidir.



Artik matrisleri :

Temel Bilesenler Yonteminde

0
00 0
0030 0010 O
0001 0066 002 0
0047 0077 00 004 O
-00%6 002 000 012 002 0
—002r 004 0031 0001 -0017 004 O
0114 002 004 0215 006r 0129 00 O
0061 004£2 01 002 006 004 024 006 0
006 0017 006 0020 0091 006 0062 009 0112 0

R—II -0 =

En Cok Olabilirlik Yodnteminde:

0

0.000 0

0.000  0.000 0

0.012  0.002 0.000 0

A s 0.000 —0.002 0.000 —0.033 0

—0.012 0.006 0.000 0.001 0.028 0

0.004 —0.025 0.000 —0.034 —0.002 0.036 0

0.000 —0.009 0.000 0.006 0.008 —0.012 0.043 O

—0.018 0.000 0.000 —0.045 0.052 -0.013 0.016 0.091 0
0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0

En ¢ok olabilirlik yontemine gore elde edilen artik matrisinin elemanlar: sifira daha yakin

oldugundan, bu kritere gore en ¢ok olabilirlik yontemi ¢6ziimii tercih edilir.



Ornek 12 : Bes hisse senedinin 100 haftalik kar oranma iliskin hisse senedi fiyat verileri daha
once verilmisti. m=2 alarak temel bilesenler ve en ¢ok olabilirlik ¢6ziim metotlara gore faktor

analizi yapiniz. Elde ettiginiz ¢ozlimleri karsilastiriniz. m=2 ortak faktor sayis1 yeterli midir?

Coziim 12:

Temel bilesenler ve en cok olabilirlik ¢6ziim metotlarina iliskin faktor analizi asagida

verilmigtir
Temel Bilesen Yontemi En Cok Olabilirlik Yontemi

Degiskenl 2 Y )2 7
egiskenler rolg v e R [R |R ]9
X 0.784 |-0.216 | 0.66 | 0.34 | 0.684 | 0.189 0.50 | 0.50
1
X 0.772 -0.458 | 0.81 | 0.19 |0.694 | 0.517 0.75 | 0.25
2
X 0.794 |-0.234 | 0.69 | 0.31 | 0.681 |0.248 0.53 |0.47
3
X 0.713 0.473 | 0.73 |0.27 | 0.621 |-0.073 0.30 |0.61
4
X 0.712 0.523 | 0.78 | 0.22 |0.792 | -0.442 0.82 |0.18
Toplam 0.571 | 0.733 0.485 | 0.598
standartlastiriimis
orneklem
varyansinin
birikimli orani

Artik matrisi (En Cok Olabilirlik Yontemi igin)

0
0.05 0

R—LL - =[-0.004 —0.003 0

—0.024 —0.004 0.031 0
—0.004 0.000 —0.004 0.000 0

En ¢ok olabilirlik yontemi ile elde edilen artik matrisi daha iyidir. Bu sebepten En ¢ok olabilirlik

yontemi tercih edilir.

Faktorler ile agiklanan toplam 6rneklem varyansinin birikimli oran1 temel bilesen faktorii igin,

en ¢ok olabilirlik faktdriinden daha biiyiiktiir. Bu sonug siirpriz degildir. Cilinkii bu kriter temel



bilesen faktoriinii tercih eder. Temel bilesen faktor analizi ile elde edilen agirliklar temel

bilesenlerle ilgilidir 6yleki bunlar varyans optimizasyon 6zelliklerine sahiptir.

En ¢ok olabilirlik ¢oziimiine bakilirsa biitiin degiskenler F; {izerinde biiyiik pozitif agirliklara

1

sahiptir. Bu faktorlere temel bilesenler ¢oziimiinde oldugu gibi piyasa (Pazar) faktorii adi

verilir. Ancak ikinci faktoriin yorumu temel bilesenlerdeki gibi agik degildir. Faktor

agirliklarinin isareti zitlik ile tutarhdir veya endiistri faktorii ile ancak biiyiikliikler bazi

durumlarda kiigiiktiir ve bu faktér X, ve X, arasindaki karsilastirma biciminde tanimlanir. En

cok olabilirlik ¢oziimleri icin ilk faktoriin agirliklarinin yapisi, LU 'L 'nin diagonal olmasi

teklik kosulu ile zorlanmaktadir. Boylece uygun faktor yapilari faktorler dondiiriilene kadar

ortaya cikarilamaz.

20 0 0
0 4 0 0
.~ .~ 10.684 0.694 0.681 0.621  0.792
L'V 'L = 0 0 213 0
0.189 0.517 0.248 —0.073 —0.442
00 1.64
00 0
| 797 0033
©10.033  2.37

Ortak faktor sayisinin belirlenmesi:

H :S=LL +V

: , o = 0.05 anlam diizeyinde test edilmelidir.
H :¥=LL +V¥

Test istatistigi :
2p+4m +5)| 5
n-l- ( - ) Ini—r~ X bigiminde verilmisti.
6 ‘ ‘ [(P—m)z—p—m]/Z
n—1 .
Burada S = S dir.

n

0.684
0.694
0.681
0.621
0.792

0.189

0.517

0.248
—0.073
—0.442




\ﬁf 0
A

3

oldugunu gosterelim:

n

Il diagonal matris olsun dyle ki VY QSnV*l/ =R dir.

Determinant 6zelliklerinden,

‘V71/2 PPy @va _ ‘VWLAITVW LG
S I e O e A )
S_n, - ‘VLW‘ ‘Sn‘ ‘V%m‘ - ‘V—I/QSHV—UQ‘ - ‘R‘

Burada L, =V ’L ve ¥, =V "*UV " sirastyla Z standartlastirilmis degiskenlerinin

agirlik matrisi ve 6zel varyans matrisidir.

n=100 (6rneklem hacmi), p=5 (degisken sayisi), m=2 (faktor sayisi) olmak iizere

LL +V¥
_ 0.194414 — 1.0065
\R\ 0.193163
(2p + 4m + 5) ‘ﬁﬁ'+‘if‘ (2%5+4%2+5)
n—1-— In ={100—1— In(1.0065) = 0.62
6 7]
. . —2P —-5—-2
Serbestlik derecesi : (6 ) =5 ] =1

2
X;(0.05) = 3.841

0.62 < 3.841 oldugundan H  hipotezi reddedilemez. Bu durumda 2 faktorlii ¢oziim yeterlidir.

Faktor sayist bir azaltilarak ayni islemler tekrar yapilmali. Burada amac¢ m=1 faktor de yeterli

midir sorusuna cevap bulmaktir.






