SAB311 — BENZETIM TEKNIKLERI

Prof.Dr. Fatih TANK
Ankara Universitesi
Uygulamali Bilimler Fakultesi




Bu ders notlari hazirlanirken
«Simulation (S.Ross)»
kitabinin gevirisi olan
«Benzetim (M.Y.Ata, M.A.Bakir, O.U.Ekiz)»
kitabindan yararlaniimistir.

SHELDON ROSS
SHELDON M. ROSS

Ceviri Editord: Prol. Dr. Mustafa Y. Ata

Prol. Dr. M. Akif Bakir
Yrd. Dog. Dr. Osman Ufuk Ekiz

SIMULATION

FIFTH EDITION SIMULAﬁON

BENZETIM

BESINCI BASIMDAN CEVIRI




1946

Bolum 2
Olasilik Ogelers




12.1 Orneklem Uzayi ve Olaylarl

* Sonucu onceden bilinmeyen bir deney goz
onunde bulundurulsun. Deneyin orneklem
uzayl olarak bilinen tum olasi sonugclar
kiimesi S olsun. Ornegin, deney 1’den
/’ye kadar numaralanmis yedi atin
katildig1 bir kosudan olusuyorsa, o zaman

c S={(1,2, 3,4, 5,6, 7)nin tim
Siralamalari)




2.2 Olasilik Aksiyomlari ‘

Aksiyom 1 0<04)< 1

Aksiyom 2 0(S5) =1

Aksiyom 3 Karsilikli bir birini dislayan herhangi bir A, A,... olaylar ardiginu
icin

0 (U Ai) - Z O(A), n=12,.,
i=1 i=1




2.3 Kosullu Olasilik ve '

Bagimsizlik

» Ornek 2a Bir sigorta sirketi misterilerini
kazaya yatkin olup olmadiklarina gore
siniflamaktadir. Ellerindeki veriler kazaya
yatkin Kisilerin bir yil icinde kaza bildiriminde
bulunma olasiliginin 0.25, kazaya yatkin
olmayan Kigiler icinse bu olasiligin 0.10’a
dustugunu gostermektedir. Eger yeni bir
musteri 0.4 olasilikla kazaya yatkin bir kisi
ise, bu kisinin bir yil icinde kaza bildiriminde
bulunmasi olasiligl nedir?




Ornek 2b Varsayalim ki, k tiir kupon var ve toplanan her yeni kupon kendinden

k
bir dncekinden bagimsiz olarak o(j) > j=10(j) = 1, olasilikla j tiiriindedir. Toplanan
n’inci kupon tiiriiniin 6nceden toplanmis n — 1 taneden farkli olma olasiligint bulun.




2.4 Rasgele Degiskenler ‘

Ornek 2a X'in 1, 2 ya da 3 degerlerinden birini aldigini1 varsayalim. Eger,

1 1
o=— o=~
. o 5 .
1se, o(1) + o(2) + 0o(3) = 1 oldugu i¢in, o(3) = 15 sonucu elde edilir. []




2.5 Beklenen Deger

Ornek 2b Eger bir A olay1 icin 7 rasgele bir gosterge degiskeni ise, yani eger

7 — 1 A gerceklesirse
~ | 0 A gerceklesmezse

1Se, 0 zaman
B[] = 10(A) + 00(A") = O(A)

olur. Boylece, A olay1 i¢in tanimli rasgele bir gosterge degiskeninin beklenen degeri
sadece A’nmin gerceklesme olasiligina esittir. O]
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Ornek 2¢ Eger X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk islevi,

3x2 O0<x<1
0 aksi durumda

- |

seklinde verilmisse, o zaman

1
B[X]:f 3.)52617:1(::L
0 3

olur.




2.6 Degisken

Tanim X ortalamast u olan rasgele bir degisken ise, o zaman D[X] ile gosterilen
X'in degiskesi

D[X] = B[(X — p’]

olarak tamimlanair.

Tanim  Ikirasgele degisken X ve Y arasindaki birlikte degiske 4 = B[Y] ve i = B[X]
olmak tizere,

DIX, Y] = BI(X — 1) (Y - 1]

seklinde tanimlanir.




o

2.7 Chebyshev Esitsizligi ve
Buyuk Sayilar Yasasi

Onerme Markov Esitsizligi Eger X sadece negatif olmayan degerler
alabiliyorsa, o zaman herhangi bir a > 0 degeri icin,

0(x> ay< 22

esitsizligi vardir.




Sonuc¢c Chebyshev Esitsizligi Eger X ortalamasi u ve degiskesi o* olan bir
rasgele degisken ise, o zaman k > 0 seklindeki herhangi bir deger icin,

1
QX —ul 2 kol s 3

olur.




Teorem (Biuyik Sayilarin Zayif Yasasi) X, X, ...u ortalamasina sahip

ayni dagilimli bagimsiz rasgele degiskenlerin bir ardisimi olsun. O zaman, herhangi
bir € > 0 icin,

X +---+X,
o

n

>6}—>0 n— 00

olur.




2.8 Bazi Kesikli Rasgele
Degiskenler

Iki-sanh Rasgele Degisken

Her birinin sonucunun “basarili” olmasi olasiligimin o oldugu, n tane bagimsiz de-
nemenin gerceklestirildigi varsayilsin. Eger X, n denemedeki basarili sonu¢ sayisini
gosterirse, o zaman X, olctimoteleri (n, o) olan iki-sanli rasgele degisken olarak adlan-

dirilir. Olasilik islevi de,
n . n!
i ] il(n—1i)!

n Ogeli bir kiilmeden i 6genin se¢ilmesiyle olusabilecek farkl alt kiimelerin sayis1 olan
iki-sanlh katsayisi olmak iizere,

asow=n=(7

)Ja—ofﬂ i=0,1,2,...,n (2.5)
l

seklinde ifade edilir.




Poisson Rasgele Degisken

0, 1, 2, ...degerlerinden birini alan, olasilik islevi,
)Li
0; :O{X:i}:e_k_—‘, i=0,1,..
i!
seklinde ifade edilen bir X rasgele degiskenine A 0l¢iimoteli Poisson rasgele bir degisken
denir. e simgesi, erey, . (1 + 1/n)" seklinde tanimlanan yaklasik degeri 2.7183 olan

tinlil bir matematiksel sabittir.




Geometrik Rasgele Degisken

Her birinin basar1 olasiliginin o oldugu bagimsiz denemeler ardisimi g6z oniinde bu-
lundurulsun. Eger X ilk basarili sonucun elde edildigi deneme sayisini ifade ederse, o
zaman, ilk basarili sonucun n’inci denemede ortaya ¢ikacagini, ilk n — 1 denemenin
basarisizlik ve n’inci denemenin basari ile sonu¢lanmasi gerektigi dikkate alinarak

OX=ny=0(1-0)"1, nxl (2.7)

kolayca elde edilir. Boylece, denemeler bagimsiz oldugundan esitlik (2.7)’e ulasilir.




Negatif iki-sanlh Rasgele Degisken

r tane basarili sonug elde etmek i¢in her birinde basari olasiligi o olan gerekli bagimsiz
deneme sayisin1 X ile ifade edecek olursak, o zaman X rasgele degiskenine dl¢timoteleri
n ve r olan negatif iki-sanl, bazen de Pascal rasgele degiskeni denir. Boyle bir rasgele
degiskenin olasilik islevi asagidaki gibi verilir:

O{X = n} = (’,’f - 11)0"(1 —0)"™, n=r (2.8)

(2.8) esitliginin gegerli oldugunu anlamak i¢in, r tane bagarili sonuca tam olarak n
deneme ile ulasilabilecegini, bunlarin ilk n — 1 tanesinde ( ffj Yo' 1(1 —0)"" olasilikla
r — 1 tane ve n’inci denemenin de o olasilikla basarili sonu¢ olma zorunluguna dikkat
edin.




Hipergeometrik Rasgele Degisken

Icinde N tanesi acik M tanesi koyu renkli toplam N + M adet top olan bir torbay1 goz
oniinde bulunduralim. Eger n ¢capli bir 6rneklem rastgele secilirse (n capli (V¥ M) kadar
olas1 orneklemden her birinin secilme olasilig1 esit olmak iizere) o zaman secilen acik
renkli top sayis1 X

N

()

O X=i}=—"—

(Y 4M)

olasilik kiitle islevine sahip olur. Olasilik kiitle islevi bu sekilde verilen bir X rasgele
degiskenine hipergeometrik rasgele degisken denir.




Tekdize Dagilimh Rasgele Degisken
Rasgele bir X degiskeninin olasilik yogunluk islevi,

|

fey =<

0 diger durumlarda

a<x<b

bicimindeyse, (a, b), a < b aralig1 lizerinde tekdiize dagilima sahiptir denir. Bir bagka
deyisle, eger X in tiim kiitlesi bu aralik iizerindeyse ve bu araliktaki her hangi bir nok-
taya seckisiz “yakin” ise, X (a, b) aralig1 lizerinde tekdiize dagilir.




Normal Rasgele Degisken

Eger bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk islevi,

Ax) = | e—(x—p)2/20'2, —0 < X < 00

J2rm o

seklinde veriliyor ise, buna ortalamasi x ve degiskesi o> olan normal dagilima sahip
rasgele bir degisken denir. Normal dagilimin yogunluk islevi y’ye gére cana benzer
bir egridir (bk. Sekil 2.1).




V21 o

u-3o

Sekil 2.1.

u—-o u u+o u+3c

Normal yogunluk islevi,




Sekil 2.2. P{Z>z}=a




Ustel Rasgele Degiskenler

A > 0 degerleri i¢in,
fix) =2e™, 0<x<ow

olasilik yogunluk islevine sahip olan siirekli bir rasgele degisken, A Olctimoteli iistel
dagilima sahip bir rasgele degisken olarak adlandirilir. Bunun birikimli dagilimi da,

F(x) = J.xle"lxdx =l—-e®, 0<x<oo
0

seklinde ifade edilir.




Poisson Sirecler ve Gama Rasgele Degiskenler

“Olay”’larin rastgele zamanlarda ortaya c¢iktig1 ve N(¢)’nin de [0,7] zaman araliginda
ortaya ¢ikan olaylarin sayisini ifade ettigi varsayilsin. A > 0 olmak iizere ve

(@) N(O) =0

(b) Ayrik zaman araliklarinda gerceklesen olay sayilar1 bagimsiz

(¢) Verilen bir aralikta gerceklesen olay sayisinin dagilimi araligin merkezine degil
sadece uzunluguna bagh

(d) erey,, o ZNB=1 _

(e) ereyn—o M = 0.

olma kosullar1 saglaniyorsa, bu olaylarin A siklikli Poisson bir siire¢ olusturdugu
sOylenir. Burada Kosul (a) siirecin 0 aninda basladigini ifade etmektedir. Kosul (b)
t anina kadar gerceklesen olay sayisi [yani, N(¢)]'nin ¢ ve ¢ + s arasinda gergeklesen
olay sayisi [yani, N(¢ + s) — N(#)]’den bagimsiz oldugunu ifade eden bagimsiz artis
varsayinudir.




S~ —
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Sekil 2.3.

[0, 7] arahgl.

(n—1),
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Turdes Olmayan Poisson Surecler

Modelleme acisindan Poisson siirecin temel zayiflig1, olaylarin esit uzunlukta araliklarin
her birinde se¢kisiz olarak olustugu varsayimidir. Bu varsayimi hafifleten bir genelleme,
tiirdes- olmayan ya da duragan-olmayan bir siirece yol acar.




.y

Kosullu Degiske Formulu

D[X] = B[D[X|Y]] + D[B[X]Y]]




