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Giris

Bir benzetim ¢alismast icin tipik bir senaryoda, kisi stokastik modelle baglantili 6l¢iindte
0’ y1 belirlemekle ilgilenir. ’y1 tahmin etmek icin, diger seylerin yani sira X ¢iktisini
elde etmek icin modelin benzetimi yapilir. 7’inci yiiriitmenin ¢iktis1 X degiskeni olan
benzetimin isletilmesi tekrarlanir. Benzetimin n defa calistirilmas1 gerceklestirildik-
ten ve X= Y ", X;/n, @nimn tahmini olarak elde edildikten sonra benzetim ¢aligmasi
durdurulur. Bu sonu¢ #’nin yansiz tahmini oldugundan, bunun ortalama hata karesi
degiskesine esittir. Yani,

D[X]

OHK = B[(X —6)*] = DI[X] =

n




Kullanimi

Ornek 9b Giivenilirlik islevinin benzetimi Her biri calisan ya da calis-
mayan n bilesenden olusan bir dizgeyi goz 6niine alalim.

. - 1 i bileseni calisiyorsa
" |10 aksi durumda

olmak iizere, s = (s, ..., s ) ye konak yoneyi diyecegiz. Aynm zamanda,
1 dizge,s,, ..., s konaklarinda calistyorsa
G(51, .. s 80) = 5% " sAsLy
0 aksi durumda

olacak big¢imde, ¢(s , . . ., s ) azalmayan bir iglev olsun. ¢(s,, . .., s )’ye yap1 iglevi
denir.
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Sekil 9.1. Koprii yapist.




Ornek 9¢ Bir Kuyruk Dizgesinin Benzetimi Bir kuyruk dizgesini goz
Oniine alalim. Gelen i’inci miisterinin kuyrukta oyalanma siiresi D, olsun ve kuyruga
ilk gelen n miisterinin kuyrukta oyalanma siirelerinin toplami

X=D +---+D,

olmak iizere, & = B[X]’i tahmin etmek ic¢in dizgenin benzetimini yapmak istedigimizi
varsayin. [, ..., I kuyrugailk n geligler arasi siireyi (yani, IJ j-1 ve j’inci miisterilerin
gelis zamanlari arasindaki siireyi gostermektedir), S, . . ., S, "de dizgenin ilk n miigteri
icin hizmet zamanlarim1 gostersin. Ayni1 zamanda bu rasgele degiskenlerin bagimsiz
oldugunu varsayalim. Bir¢ok dizgede, X; 2n sayidaki rasgele L,..., 1, S e Sn
degiskenlerinin,— diyelim ki, h gibi—,

X=hlly,..., L,,$,...,8)

bi¢ciminde bir iglevidir.




Ornek 9d Benzetim yoluyla

|
0 = BleY] :f e dx
0

Olciimotesini tahmin etmek istedigimizi varsayalim. (Pek tabii ki, 8 = ¢ — 1 oldugu-
nu biliyoruz. Ancak, bu 6rnegin temel amaci karsit degiskenleri kullanarak nasil bir
lyilesme saglanabilecegini gostermektir.) h(u) = €" islevi tekdiize islev oldugundan,
karsit degisken yaklasimi, degerini simdi belirleyecegimiz, degiskede bir kiiciilmeye
yol acgar. Baslamadan

D[eY,e'"Y] = B[eYe' Y] — B[eV]B[e' Y]
—e—(e—1)>=-0.2342

oldugunu soyleyelim.




Ornek 9e e’nin tahmini Rasgele sayilarin bir dizisini diisiinelim ve N’ de bir

onceki sayidan biiyiik olan ilk sayimin sirasi; yani,

N=enk(n:n>2,U, >U,_)

OlsuSni.mdi, U,,..., U nin tiim olas: siralamalar1 se¢kisiz olmak iizere,
OIN >n}=0{U, > Uy > --- > U,)
= 1/n!
olur. Boylece,
1 1 n-1

OIN =n}=O(N >n—1} = OIN >np= - — = - = —

Ve

o0

1
B[N]zz(n—z)lze

n=2

olur.




Kullanma

bu da aynm1 zamanda ¢’nin yansiz tahmin edicisidir. ¢’nin en iyi degerini be-

lirlemek i¢in
DIX +c(Y — uy)l = D[X + cY]

= D[X]+c* D[Y]+2c DX, Y]

oldugunu dikkate alarak, basit matematiksel islemler,

. D]
DlY ]

9.1)

olmak iizere, yukaridakinin ¢ = ¢* degerinde en kiiciiklenecegini gosterir ve ¢ = ¢*

degeri i¢in tahmin edicinin degiskesi de

DIX +c¢*(Y — u,)] = DIX1—

[D[X, Y]]?

D[Y ]

9.2)




S — 1, Ui < 0
o 0, aksi durumda

olmak tizere,
r(Ol,..., On) — B[¢(Sl,...,Sn)]

giivenilirlik iglevini benzetim kullanarak tahmin etmek istedigimizi varsayalim. B[S ] = o,
oldugundan,

B |:Z Sl:| = Z 0;
i=1 i=1
yazilabilir. Buradan hareketle, dizgenin calisan bilesenlerinin sayis1 ¥ = >, S,
X =¢S5y, ..., S,) tahmin edicisinin denetim degiskeni olarak kullanabilir. Zle S;
ve ¢(S1, ..., §,) nin her ikisi de S nin artan iglevi oldugundan, pozitif ileskelidir ve
bu nedenle de ¢*’1n 1sareti negatiftir. O




Ornek 9h  Ornek 9d’deki gibi 0 = B[eV]’yu benzetim yoluyla hesaplamak istedi-
gimizi varsayalim. Burada, denetim i¢in kullanilacak degisken dogal olarak rasgele
say1 U’dur. Ham tahmin edicinin iizerinde nasil bir iyilesme saglanabilecegini gormek
i¢in,

D[eY, U] = B[UeY] — B[U]B[eY]
1

=[ xetdx — (¢~
0

2
-1
2

=1 = (.14086

oldugunu dikkate alalim. D[U] = % oldugundan, Ornek 9d’de elde edilen
D[eY] = 0.2420 degeri ve Esitlik (9.2) kullanilarak,

D [eU + c* (U — %)] = D[eY] — 12(0.14086)?

= 0.2420 — 0.2380 = 0.0039

elde edilir. Dolayisiyla, denetim degiskeni U’nun kullanilmasi, degiskede yiizde 98.4°¢
varan bir kiiciilme saglar. O




Ornek 9i Ogeleri Sirall Bir Dizelge Olusturma Sirali bir dizelgesi
olusturulmak istenen, 1’den n’ye kadar numaralandirmis n 6gelik bir kiime verilmig
olsun. Her defasinda, o(i), Y 7, o(i) = 1 olasilikla i’inci 6ge istenmektedir. Istenen
oge aym konumda olmasi gerekmeksizin dizelgeye yeniden konmaktadir. Ornegin,
bilinen bir yeniden siralama kurali, ¢cekilen 6genin yerini kendisinden bir dnceki dgeyle
degistirmektir. Boylece, n =4 ve gecerli siralama 1, 4, 2, 3 bigcimindeyse, bu durumda,
cekilen say1 2 oldugunda bu kurala gore yeni siralama 1, 2, 4, 3 olur. Esit sansa sahip
n! sayidaki farkli siralama diizeninden birisini baslangi¢ siralama diizeni olarak alip,
degis tokus kuralini kullanarak baslayip, istenen ilk N 6genin siralarinin beklenen
toplam degerini belirlemek istedigimizi varsayalim. Bu isi benzetim yoluyla etkin
bi¢cimde nasil basarabiliriz?




Ornek 9i 21 Oyunu 21 oyunu dagiticinin ¢ok sayidaki oyun kagidi destesi-
ni karmasi, kullanilan kagitlar1 disar1t koymas: ve sonunda belli bir sinirin altindaki
kagitlar1 yeniden karmasiyla oynanan bir oyundur. Yeni bir turun dagiticinin kartlar
yeniden karmasiyla basladigini soyleyelim ve o turda oynanmis “kartlarin sayildig:”
ve “sayilan kartlar”a bagl olarak para koyma gibi sabit bir strateji kullandigini varsa-
yarak, benzetim yoluyla her turda bir oyuncunun beklenen kazanci olan B[X]’1 tahmin
etmek istedigimizi diisiinelim. Ayn1 zamanda, oyun, dagitictya karst tek bir oyuncu
ile oynaniyor olsun.

Bu oyundaki rasgelelik kartlarin dagitici tarafindan karilmasiyla olusmaktadir. Eger
dagitici, 52 karttan olusan & tane deste kullanirsa, 1’den 52k’ ya kadar sayilarin rasgele
bir dizilimi olan 7, . . ., I, ’y1 lireterek Kkartlar1 karabiliriz.




9.3 Kosullamayla Degiske
Kucultme

Boliim 2 Kisim 2.10°da verilen

DIX] = B [D [X|Y1]+ DIB[X|Y]]

kosullu degiske formiiliinii hatirlayalim. Degiske negatif degerli olamayacagi i¢in, sag
taraftaki her iki terim de negatif degerli olamaz ve

D[X] > DIB[X|Y]] (9.4)

oldugu goriiliir. Simdi, X bir benzetim ¢iktis1 olmak iizere 8 = B[X] in degerini belir-
lemek i¢in bir benzetim yapmak istedigimizi varsayalim. .




Ornek 9k 7yi tahmin etmek icin benzetim kullanimini yeniden ele alalim. Bolim
3’teki Ornek 3a’da, merkezi baslangic noktasinda olan 4 birim?’lik bir kare alandan
rastgele secilen bir noktanin 1 birim yarigapli dairenin i¢ine hangi siklikta diisecegini
belirleyerek 7’yi nasil tahmin edecegimizi gostermistik. Ozel bir durum olarak, U,
i =1, ... n, rasgele sayilar olmak iizere, V, = 2U, — | olarak tanimlanir ve gosterge
degisken olarak da I’yi,

/ 1, V2 +V <1
0, diger durumlarda

bi¢ciminde ifade edersek, Ornek 3a’da gosterildigi gibi B[I] = /4 olur.




Ornek 91 cesit kupon oldugunu ve 6nceki toplanan kuponlardan bagimsiz olarak
toplanan her yeni kuponun o;, »_;_, 0; = lolasilikla i tiiriinden oldugunu varsayalim.
Ayni zamanda, bir defada bir kupon toplandigini ve i tiir kupondan n; ya da daha fazla
toplanana kadar kupon toplama isine devam edildigini varsayalim. N gerekli kupon-
larin sayisini tamimlamak iizere, hem B[N] hem de O(N > m)’yi benzetimle tahmin
etmek isteyelim.




Ornek 9m X,, . .. bagimsiz ve ayni dagilimli, negatif-olmayan tamsay1 degerli
rasgele degisken N’den bagimsiz pozitif rasgele degiskenler dizisi olsun.

rasgele degiskenine bilesik rasgele degisken denir. Bir sigortacilik uygulamasinda, si-
gorta sirketine yapilan #’inci hasar bagvurusunun miktari, X ; belli bir 7 zamanina kadar
basvurularin sayist, ;  zamanina kadar olan toplam hasar bagvurularinin parasal miktari
S ile gosterilsin. Bu tiir uygulamalarda, genellikle N’nin ya Poisson rasgele bir degisken
(bu durumda S, bilesik Poisson rasgele degisken olarak adlandirilir) ya da, bir bagka A
rasgele degiskeni varsa, karma Poisson rasgele bir degisken oldugu varsayilir.




Tanmm: Eger {N=n}olay1 X, X, ..., X "nin degerleri tarafindan belirleniyorsa,
negatif-olmayan tamsay1 degerli rasgele degisken N’ye rasgele degiskenler ardigimu
X, X,, . . . i¢cin durdurma zamani denir.

Durdurma zamaninin arkasindaki diisiince, X, X,,, . . . rasgele degiskenlerinti, ileri-
dekilere degil gbzlenmis olanlara bagl bir ana kadar ardisik olarak gozleyip, o noktada
durmamizdir. Simdi Wald denklemini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

Wald Denklemi: Sonlu bir B[X] ortalamaya sahip bagimsiz ve ayn1 dagilimli X ,

X,, . .. rasgele degigkenler ardigimu i¢in durdurma zamani N ise, o zaman B[N] < oo

olmak iizere,

N
B [Z Xn] — B[N]B[X]
n=1

esitligi yazilabilir




Ornek 9n  Sinirh Bir Kuyruk Modeli  Yalnizca dizgede hazir bulunan diger
miisterilerin sayis1 N’den daha azsa yeni bir girise izin verilen bir kuyruk dizgesini
gdz Oniine alin. Dizgeye geldiginde, dizgede N sayida diger miisteriyle karsilasan
herhangi bir miisteri dizgenin kaybi1 olarak degerlendirilmektedir. Ayrica potansiyel
miisterilerin A 6lctimoételi Poisson siirecine gore dizgeye geldiklerini; ve belli bir ¢
zamaninda kaybedilen miisterilerin beklenen sayisin1 benzetimle tahmin etmek iste-
digimizi varsayalim.




Ornek 90 Bir kuyruk dizgesindeki ilk gelen n miisterinin dizgede harcadig: za-
manlarin beklenen toplamini tahmin etmek istedigimizi varsayalim. Bir baska deyisgle,
i’ inci miisterinin dizgede harcadigi zaman W, ise,

ezg[gw,.]

degerini tahmin etmek isteyelim. i’inci miisterinin dizgeye geldigi andaki "dizge ko-
nagi" §. ile gosterilsin ve

Y BIW;[S!]
i=1

tahmin edicisini gz Oniinde bulunduralim.




Ornek 9p Agirliklart w, olan n + m sayidaki hiicre kiimesini ele alalm. 1, . . .,
n’e hiicrelerin kanserli; n + 1, . .., n + m hiicrenin ise normal oldugunu, ve hiicrelerin
bir defada bir hiicre olmak iizere asagida ac¢iklandig1 bi¢imde dldiirtildiigiinii diisiiniin.
Herhangi bir anda, canli hiicrelerden olusan kiime S ise, 31ra1amadan bagimsiz olarak
S’de olmayan hiicreler oldiirtilmiis olacak ve bir sonraki olasilikla oldiiriilecek

Z]GS J
olasilikla 1lk oldiiriilecek hiicre; 6l-

Zﬁél -olasihikla k, k # i

hiicresi, ve boyle siiriip gidecektir. Bu hiicreleri dldiirme siireci 11k n hiicrenin tamami
(kanserli hiicreler) oldiiriilene kadar devam eder. Tiim kanserli hiicrelerin 6ldiirtilmiis
oldugu anda canli olan normal hiicrelerin sayisi1 N ile gosterilsin ve O{N = k} olasiligini
belirlemek isteyelim.

I, 1 € S hiicresidir. Bu nedenle, i hiicresi

n-l—m
j=1 wj

diiriilen ilk hiicre 7 hiicresi iken, sonraki oldiiriilecek hiicre
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t Zamanina Kadar Yapilan Yenilemelerin Beklenen Sayisini Tah-
min Etme

“Olaylar”in zaman i¢inde rastgele olustugunu varsayin. Birinci olayin zamanim 7',
birinci ve ikinci olay arasindaki zamani T, ve genel olarak, T’ de (i — 1)’inci ve /’Inci
olay arasindaki zamani tanimlasin. Eger,

Sn — ZH:TL
i=1

olarak tanimlanirsa, ilk olay §, zamaninda, ikinci olay §, zamaninda, ve genel olarak,
n’inciolay S zamaninda olusur (bk. Sekil 9.2).




Sekil 9.2. x=olay




A(1)

N I
N I

/ t

t’den Onceki
son yenileme

Sekil 9.3. ranindaki yas.




