
Varl¬k-Teklik Teoremleri

Bu bölümde ilk kesimde skaler diferensiyel denklemler için varl¬k-teklik teo-
remleri ifade edilecektir. ·Ikinci kesimde ise, diferensiyel denklem sistemleri
için varl¬k-teklik teoremleri ifade edilecektir.

Skaler Diferensiyel Denklemlerin Çözümlerinin Varl¬k ve Tekli¼gi

Birinci basamaktan skaler
u0 = g(t; u) (1)

diferensiyel denklemini ve
u(t0) = u0 (2)

başlang¬ç koşulunu ele alal¬m, burada g, I � R üzerinde tan¬ml¬sürekli bir
fonksiyon, I � R aç¬k bir alt aral¬kt¬r.
Tan¬m 1. I üzerinde tan¬ml¬olan ve aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir �(t)
fonksiyonuna (1)-(2) başlang¬ç de¼ger probleminin bir çözümüdür denir:
(i) t 2 I için �0(t) mevcuttur,
(ii) �(t0) = u0; t0 2 I;
(iii) t 2 I için (t; �(t)) 2 I � R;
(iv) t 2 I için �0(t) = g(t; �(t)):

Teorem 1. g(t; u) ve
@g

@u
fonksiyonlar¬R(a; b) = f(t; u) : jt� t0j � a; ju� u0j � bg

bölgesinde t ve u ya göre sürekli ise, bu durumda (1)-(2) başlang¬ç de¼ger prob-
leminin jt� t0j � h aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir tek u(t) çözümü vard¬r, burada

jg(t; u)j �M olmak üzere h = min(a;
b

M
) dir.

Tan¬m 2. Her (t; u1); (t; u2) 2 R(a; b) için

jg(t; u1)� g(t; u2)j � K ju1 � u2j (3)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde pozitif bir K sabiti mevcutsa, g fonksiyonuna
R(a; b) bölgesinde bir Lipschitz koşulunu sa¼gl¬yor denir, K sabitine de Lip-
schitz sabiti denir.

Uyar¬1.
@g

@u
türevi R(a; b) bölgesinde sürekli ise, bu durumda g fonksiyonu

R(a; b) de Lipschitz koşulunu sa¼glar.Ancak tersi do¼gru de¼gildir. Örne¼gin,
g(t; u) = t juj fonksiyonu (0; 0) noktas¬n¬içeren bir bölgede Lipschitz koşulunu
sa¼glad¬¼g¬halde, u-ya göre k¬smi türevi u = 0 için mevcut de¼gildir.
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Teorem 2. g(t; u) fonksiyonu bir kapal¬ve s¬n¬rl¬R(a; b) bölgesinde t ve
u ya göre sürekli ve bir Lipschitz koşulunu sa¼gl¬yor ise, bu durumda (1)-
(2) başlang¬ç de¼ger probleminin jt� t0j � h aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir tek u(t)

çözümü vard¬r, burada jg(t; u)j �M olmak üzere h = min(a;
b

M
) dir.

Uyar¬2. Lipschitz koşulu bir yeter koşuldur ancak gerekli de¼gildir. Örne¼gin,
u(t) � 0 fonksiyonu reel de¼gerli skaler u0 = �tu 1

3 diferensiyel denkleminin
(0; 0) noktas¬ndan geçen tek çözümüdür. Ancak, g(t; u) = �tu 1

3 fonksiyonu
u = 0 olan hiçbir yerde Lipschitz koşulunu sa¼glamaz.

Diferensiyel Denklem Sistemleri ·Için Varl¬k-Teklik Teoremleri

x0i(t) = fi(t; x1; x2; :::; xn); xi(t0) = xi0; i = 1; 2; :::; n (4)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m. Bu sistem vektör notasyonu cinsinden

X 0 = f(t;X); X(t0) = X0; (5)

şeklinde yaz¬labilir, buradaX = (x1; x2; :::; xn)
T ; f = (f1; f2; :::; fn)

T veX0 =
(x10; x20; :::; xn0)

T Rn de vektörlerdir. f 2 C(
;Rn); 
 � Rn+1 aç¬k bir
bölgedir.

Tan¬m 3. J aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬olan ve aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir
'(t) = ('1(t); '2(t); :::; 'n(t))

T fonksiyonuna (5) başlang¬ç de¼ger probleminin
bir çözümüdür denir:
(i) t 2 J için '0(t) = ('01(t); '02(t); :::'0n(t))T mevcuttur,
(ii) '(t0) = X0; t0 2 J;
(iii) t 2 J için (t; '(t)) 2 
;
(iv) t 2 J için �0(t) = f(t; �(t)):

Tan¬m 4. Her (t;X); (t; Y ) 2 
 için
jf(t;X)� f(t; Y )j � L kX � Y k (6)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde pozitif bir L sabiti mevcutsa, f fonksiyonuna

 bölgesinde bir Lipschitz koşulunu sa¼gl¬yor denir, L sabitine de Lipschitz
sabiti denir.

Teorem 3. f(t;X) vektör de¼gerli fonksiyonu
B = f(t;X) : jt� t0j � a; kX �X0k � b; a; b pozitif reel sabitlerg üzerinde
sürekli olsun ve (6) Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda (5) başlang¬ç
de¼ger probleminin jt� t0j � h üzerinde tan¬ml¬olan bir tek X(t) çözümü

vard¬r, burada h = min(a;
b

M
), M = maks

(t;X)2B
kf(t;X)k :
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Ard¬̧s¬k Yaklaş¬kl¬klar Yöntemi

u0 = g(t; u); u(t0) = u0; (7)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m, burada g(t; u) fonksiyonu bir aç¬k irt-
ibatl¬D � Rn+1 bölgesinde tan¬ml¬ve sürekli olup (t0; u0) 2 D:
(7) başlang¬ç de¼ger probleminin bir çözümünü bulmak için ard¬̧s¬k yak-

laş¬kl¬klar yöntemi uygulanabilir. Bu yöntem (7) başlang¬ç de¼ger problemini

u(t) = u0 +

tZ
t0

g(s; u(s))ds (8)

integral denklemine indirgedikten sonra çal¬̧s¬r. Bu yönteme göre ilk olarak
bir yaklaş¬k çözüm seçilir ve daha sonra bu çözüm iterasyonla geli̧stirilir. Bu
iterasyonlar¬n limit durumunda (7) probleminin bir çözümüne yak¬nsayaca¼g¬
beklenebilir.

·Ilk yaklaş¬k çözüm olarak genellikle u0(t) = u0 sabit fonksiyonu al¬n¬r.
Buna dayanarak

u1(t) = u0 +

tZ
t0

g(s; u0(s))ds

şeklinde yeni ve daha iyi bir yaklaş¬k çözüm bulunur. Bu i̧sleme devam
edilirse,

u2(t) = u0 +

tZ
t0

g(s; u1(s))ds

biçiminde u1(t) den daha iyi olan u2(t) yaklaş¬k çözümü bulunur. Genel
olarak

un(t) = u0 +

tZ
t0

g(s; un�1(s))ds

elde edilir. g(t; u) fonksiyonu
B = f(t; u) : jt� t0j � a; ku� u0k � b; a; b pozitif reel sabitlerg bölgesinde
sürekli ve Lipschitz koşulunu sa¼glarsa, bu durumda (un) dizisi (7) nin bir
tek u çözümüne jt� t0j � h aral¬¼g¬ üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r, burada

h = min(a;
b

M
), M = maks

(t;u)2B
kg(t; u)k :
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Örnek 1.
u0 = �u; u(0) = 1; t � 0;

başlang¬ç de¼ger problemi

u(t) = 1�
tZ

t0

u(s)ds

integral denklemine eşde¼gerdir. ·Ilk yaklaş¬k çözüm u0(t) � 1 olsun. ·Ikinci
yaklaş¬k çözüm

u1(t) = 1�
tZ
0

u0(s)ds = 1� t

dir. ·Ikinci yaklaş¬k çözüm

u2(t) = 1�
tZ
0

u1(s)ds

= 1� (t� t
2

2
):

Bu şekilde devam edilirse,

un(t) = 1�
�
t� t

2

2
+ :::+ (�1)n t

n

n!

�
olarak bulunur. Buradan verilen başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

u(t) = lim
n!1

un(t) = e
�t

elde edilir.
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