Varlik-Teklik Teoremleri

Bu boliimde ilk kesimde skaler diferensiyel denklemler i¢in varlik-teklik teo-
remleri ifade edilecektir. Ikinci kesimde ise, diferensiyel denklem sistemleri
icin varlik-teklik teoremleri ifade edilecektir.

Skaler Diferensiyel Denklemlerin Céziimlerinin Varlik ve Tekligi

Birinci basamaktan skaler

u' = g(t,u) (1)
diferensiyel denklemini ve

u(to) = ug (2)

baglangi¢ kogulunu ele alalim, burada g, I x R iizerinde tamiml siirekli bir
fonksiyon, I C R acik bir alt araliktir.

Tanim 1. [ iizerinde tamml olan ve agagidaki kogullar1 saglayan bir ¢(t)
fonksiyonuna (1)-(2) baglangig deger probleminin bir ¢oziimiidiir denir:

(i) t € I igin ¢'(t) mevcuttur,

(’ll) qb(tQ) = Uo,tg S I,

(i73) t € I igin (¢, ¢(t)) € I x R,

(iv) t € I icin ¢/(t) = g(t, ¢(1)).

Teorem 1. g(t,u) ve ? fonksiyonlar1 R(a,b) = {(t,u) : [t —to] < a, |u—uo| < b}
u

bolgesinde ¢ ve u ya gore siirekli ise, bu durumda (1)-(2) baglangig deger prob-
leminin |t — to| < h arahiginda tanimh bir tek u(t) ¢oziimii vardir, burada

b
lg(t,u)] < M olmak iizere h = min(a, M) dir.
Tamim 2. Her (¢,u1), (t,u2) € R(a,b) igin
|g(t, ur) — gt u2)| < K fur — uy (3)

esitsizligi saglanacak gekilde pozitif bir K sabiti mevcutsa, g fonksiyonuna
R(a,b) bolgesinde bir Lipschitz kogulunu saghyor denir, K sabitine de Lip-
schitz sabiti denir.

0
Uyar 1. 99 tiirevi R(a,b) bolgesinde siirekli ise, bu durumda ¢ fonksiyonu

ou
R(a,b) de Lipschitz kosulunu saglar.Ancak tersi dogru degildir. Ornegin,

g(t,u) = t |u| fonksiyonu (0, 0) noktasini igeren bir bolgede Lipschitz kogulunu
sagladig halde, u-ya gore kismi tiirevi u = 0 i¢in mevcut degildir.
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Teorem 2. g¢(t,u) fonksiyonu bir kapal ve simirli R(a,b) bolgesinde ¢ ve
u ya gore siirekli ve bir Lipschitz kogulunu saghyor ise, bu durumda (1)-
(2) baglangig deger probleminin |t — t5] < h araliginda tanimh bir tek wu(t)

¢oztimii vardir, burada |g(t,u)| < M olmak iizere h = min(a, M) dir.
Uyar1 2. Lipschitz kogulu bir yeter kosuldur ancak gerekli degildir. Ornegin,
u(t) = 0 fonksiyonu reel degerli skaler v’ = —tu3 diferensiyel denkleminin

(0,0) noktasindan gegen tek ¢oziimiidiir. Ancak, g(t,u) = —tus fonksiyonu
u = 0 olan higbir yerde Lipschitz kosulunu saglamaz.

Diferensiyel Denklem Sistemleri Icin Varlik-Teklik Teoremleri

ZL‘;(t) :fi(t,l'l,l‘g,...,l'n), {L'Z<t0) = Tj0, 1= 1,2,,71 (4)
baglangic deger problemini ele alalim. Bu sistem vektor notasyonu cinsinden
X'=f(t,X), X(to) = Xo, (5)

seklinde yazilabilir, burada X = (21, 22, ..., x,)T, f = (f1, fa, ..., fu)? ve Xo =
(710, T20, -, Tno)? R™ de vektorlerdir. f € C(,R"), Q@ C R"™ agk bir
bolgedir.
Tanmim 3. J aralig) {izerinde tanimli olan ve asagidaki kosullar1 saglayan bir
o(t) = (p1(t), p5(t), ..., 0, (t))" fonksiyonuna (5) baglangi deger probleminin
bir ¢oziimiidiir denir:

(i) t € J icin @/(t) = (& (6), ¢h(0), . (1)T meveuttu,

(ZZ) (p(to) = Xo, 1ty € J,

(143) t € J icin (¢, (1)) € 2,

(iv) t € J i¢in ¢'(t) = f(t, ¢(1))-
Tanim 4. Her (¢, X), (t,Y) € Q i¢in

fX) = ftY) < L|X =Y (6)

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir L sabiti mevcutsa, f fonksiyonuna
) bolgesinde bir Lipschitz kogulunu saghyor denir, L sabitine de Lipschitz
sabiti denir.

Teorem 3. f(t, X) vektor degerli fonksiyonu

B={(tX):|t—ty <a, | X —Xo| <b, a,b pozitif reel sabitler} iizerinde
siirekli olsun ve (6) Lipschitz kogulunu saglasin. Bu durumda (5) baglangig
deger probleminin |t — ¢y| < h iizerinde tamimh olan bir tek X (¢) ¢oziimii

b
—), M = .
). M = maks [1£(t, X)|

dir, burada h = mi
vardir, burada min(a, i (
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Ardisik Yaklasikliklar Yontemi

u' = g(t,u), u(ty) = uo, (7)

baglangig deger problemini ele alalim, burada ¢(t,u) fonksiyonu bir agik irt-
ibath D C R"™! bolgesinde tanimh ve siirekli olup (¢p, ug) € D.

(7) baglangig deger probleminin bir ¢dziimiinii bulmak i¢in ardigik yak-
lagikliklar yontemi uygulanabilir. Bu yontem (7) baglangic deger problemini

t

u(t) = ug + /g(s,u(s))ds (8)

to

integral denklemine indirgedikten sonra calisir. Bu yonteme gore ilk olarak
bir yaklagik ¢oziim secilir ve daha sonra bu ¢oziim iterasyonla gelistirilir. Bu
iterasyonlarin limit durumunda (7) probleminin bir ¢ziimiine yakinsayacagi
beklenebilir.

Ik yaklagik ¢oziim olarak genellikle ug(t) = uo sabit fonksiyonu alinir.

Buna dayanarak
t

u(t) = ug + /g(s,uo(s))ds
to
seklinde yeni ve daha iyi bir yaklagik ¢oziim bulunur. Bu igleme devam

edilirse,
t

ug(t) = ug + /g(s,ul(s))ds

bi¢iminde u;(¢) den daha iyi olan wus(t) yaklagik ¢oziimii bulunur. Genel

olarak )

un(t) = ug + /g(s,un_l(s))ds

elde edilir. ¢(t,u) fonksiyonu

B={(t,u): [t —to| <a, ||u—wu <b, a,b pozitif reel sabitler} bolgesinde
siirekli ve Lipschitz kogulunu saglarsa, bu durumda (u,) dizisi (7) nin bir
tek u ¢oziimiine |t —to| < h aralig: iizerinde diizgiin yakinsaktir, burada

h = min(a, —), M = .
min(a, 7-), %gng@,u)n



Ornek 1.

baglangic deger problemi

integral denklemine esdegerdir. Ik yaklagik ¢oziim wug(t) = 1 olsun. Ikinci

yaklagik cozlim
t

ur(t) =1-— /ug(s)ds =1-—t

0

dir. Tkinci yaklasik ¢oziim

(1) :1—/m@m

Bu sekilde devam edilirse,

1mw:1—k—§+m+cawg}

olarak bulunur. Buradan verilen baglangic deger probleminin ¢oziimii
u(t) = lim u,(t) =e™*

elde edilir.



