
Lineer Diferensiyel Denklem Sistemleri ve OperatörMetodu

Bu bölümde lineer denklem sistemleri tan¬t¬l¬p operatör yöntemi ifade edile-
cektir.
·Iki bilinmeyenli iki tane diferensiyel denklemden meydana gelen sistem8>>><>>>:

a1(t)
dx

dt
+ a2(t)

dy

dt
+ a3(t)x+ a4(t)y = F1(t)

b1(t)
dx

dt
+ b2(t)

dy

dt
+ b3(t)x+ b4(t)y = F2(t)

(1)

şeklindedir. (1) denklem sisteminin özel durumu olan8>>><>>>:
dx

dt
= a11(t)x+ a12(t)y + F1(t)

dy

dt
= a21(t)x+ a22(t)y + F2(t)

(2)

sistemine normal form denir.

n tane x1; x2; :::; xn fonksiyonu ve n denklemden meydana gelen lineer sis-
temin normal formu8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dx1
dt

= a11(t)x1 + a12(t)x2 + :::+ a1n(t)xn + F1(t)

dx2
dt

= a21(t)x1 + a22(t)x2 + :::+ a2n(t)xn + F2(t)

:::
dxn
dt

= an1(t)x1 + an2(t)x2 + :::+ ann(t)xn + Fn(t)

(3)

dir. n�yinci basamaktan bir lineer skaler diferensiyel denklemin daima (3)
formunda bir diferensiyel denklem sistemine indirgenebilmesi, bu tür sistem-
lerin sahip oldu¼gu önemli bir özelliktir. Özel olarak

dnx

dtn
+ a1(t)

dn�1x

dtn�1
+ :::+ an�1(t)

dx

dt
+ an(t)x = F (t) (4)

denklemini ele alal¬m.

x1 = x; x2 =
dx

dt
; x3 =

d2x

dt2
; :::; xn =

dn�1x

dtn�1
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olsun. Bu durumda (4) denklemi8>>>>>><>>>>>>:

dx1
dt

= x2
dx2
dt

= x3

:::
dxn�1
dt

= �an(t)x1 � an�1(t)x2 � :::� a1(t)xn + F (t)

sistemine indirgenir ki bu sistemin normal formlu (3) sisteminin özel hali
oldu¼gu aç¬kt¬r.

Operatör Metodu

Bu kesimde sabit katsay¬l¬lineer denklem sistemlerinin genel çözümünü bul-
mak için kullan¬labilen operatör metodu aç¬klanacakt¬r.

L1x+ L2y = f1(t) (5)

L3x+ L4y = f2(t)

lineer diferensiyel denklem sistemini ele alal¬m, burada L1; L2; L3 ve L4 aşa¼g¬-
daki biçimde verilen lineer diferensiyel operatörlerdir:

L1 � a0D
m + a1D

m�1 + :::+ am�1D + am;

L2 � b0D
n + b1D

n�1 + :::+ bn�1D + bn;

L3 � �0D
p + �1D

p�1 + :::+ �p�1D + �p;

L4 � �0D
q + �1D

q�1 + :::+ �q�1D + �q;

burada ai (i = 1; 2; :::;m); bi (i = 1; 2; :::; n); �i (i = 1; 2; :::; p); ve �i (i =
1; 2; :::; q) sabitleri reeldir.

Ad¬m 1. (5) sisteminde ilk denkleme L4; ikinci denkleme L2 operatörleri
uygulan¬p taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa, L4L2y = L2L4y oldu¼gundan

(L4L1 � L2L3)x = L4f1 � L2f2 (6)

bulunur. L4L1 � L2L3 ifadesi sabit katsay¬l¬ lineer bir diferensiyel oper-
atördür. Bu ifadenin sabit olmad¬¼g¬n¬kabul ederek L5 ile gösterelim. Ayr¬ca
L4f1 � L2f2 mevcut olsun. bu durumda (6) denklemi

L5x = g1(t) (7)
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şeklinde yaz¬labilir, burada g1(t) = L4f1(t) � L2f2(t) dir. Art¬k (7) den-
klemi sadece x ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenine ba¼gl¬, sabit katsay¬l¬bir lineer diferensiyel
denklemdir. L5 operatörünün basama¼g¬n¬n N oldu¼gunu kabul edersek, (7)
denklemin genel çözümü

x = c1u1 + c2u2 + :::+ cNuN + U1 (8)

formunda olur, burada u1; u2; :::; un fonksiyonlar¬L5x = 0 homogen den-
kleminin lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri, c1; c2; :::; cN ler key� sabitler ve U1 de (7)
denkleminin bir özel çözümüdür.

Ad¬m 2. (5) sisteminde ilk denkleme L3; ikinci denkleme L1 operatörleri
uygulan¬p taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa, L3L1x = L1L3x oldu¼gundan

(L4L1 � L2L3) y = L1f2 � L3f1 (9)

bulunur. L1f2 � L3f1 nin mevcut oldu¼gu kabul edilirse, bu kez sadece y
ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenine ba¼gl¬, sabit katsay¬l¬lineer

L5x = g2(t) (10)

diferensiyel denklemi elde edilir, burada g2(t) = L1f2(t) � L3f1(t) dir. (10)
denklemin genel çözümü

y = k1u1 + k2u2 + :::+ kNuN + U2 (11)

formunda olur, burada u1; u2; :::; un fonksiyonlar¬L5y = 0 homogen den-
kleminin lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri, k1; k2; :::; kN ler key� sabitler ve U2 de
(7) denkleminin bir özel çözümüdür.

Ad¬m 3. Dikkat edilmelidir ki (8) ve (11) ile verilen (x; y) çözüm çifti 2N
tane key� sabite ba¼gl¬d¬r. Ancak (5) lineer denklem sisteminin genel çözümü
L4L1�L2L3 operatörünün basama¼g¬kadar yaniN tane key�sabit içermelidir.
Bu durumda key�sabitlerden N tanesi di¼ger N tanesine ba¼gl¬d¬r. (8) ve (11)
ile ifade edilen fonksiyonlar (5) sistemindeki denklemlerde yerlerine yaz¬l¬p
düzenlenerek key�sabitler aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar bulunur. Bulunan ba¼g¬nt¬lar
(8) ve/veya (11) de yerlerine yaz¬larak (5) sisteminin çözümü ifade edilmi̧s
olur.

Örnek. 8>>><>>>:
2
dx

dt
� 2dy

dt
� 3x = t

2
dx

dt
+ 2

dy

dt
+ 3x+ 8y = 2

(12)
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diferensiyel denklem sistemini çözünüz.

Çözüm. (12) sistemi operatör notasyonu yard¬m¬yla

(2D � 3)x� 2Dy = t (13)

(2D + 3)x+ (2D + 8)y = 2

şeklinde yaz¬l¬r. (13) sistemindeki ilk denkleme (2D+8) ikinci denkleme 2D
operatörleri uygulan¬p elde edilen denklemler toplan¬rsa,

(D2 + 2D � 3)x = t+ 1
4

(14)

diferensiyel denklemi elde edilir. (14) diferensiyel denkleminin genel çözümü

x = c1e
t + c2e

�3t � 1
3
t� 11

36
(15)

d¬r. Şimdi (13) sistemindeki ilk denkleme (2D+3) ikinci denkleme (2D� 3)
operatörleri uygulan¬p elde edilen denklemler taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa,

(D2 + 2D � 3)y = �3
8
t� 1 (16)

diferensiyel denklemi bulunur. (16) diferensiyel denkleminin genel çözümü

y = k1e
t + k2e

�3t +
1

8
t+

5

12
(17)

dir. Di¼ger taraftan (L1L4 � L2L3) operatörünün basama¼g¬2 dir. Yani (12)
sisteminin genel çözümü 2 key�sabite ba¼gl¬d¬r. c1; c2; k1 ve k2 sabitleri aras¬n-
daki ba¼g¬nt¬y¬bulmak için (15) ve (17) (13) sistemindeki ilk denklemde yerine
yaz¬l¬p düzenlenirse,

k1 = �
1

2
c1; k2 =

3

2
c2

elde edilir. O halde (13) sisteminin genel çözümü8><>:
x(t) = �2k1et +

2

3
k2e

�3t � 1
3
t� 11

36

y(t) = k1e
t + k2e

�3t +
1

8
t+

5

12

olarak bulunur.
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