
eAt Matrisi

Tan¬m 1. Bir A karesel matrisi için
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(1) deki sonsuz seri her A ve t için yak¬nsak oldu¼gundan, eAt bütün karesel
matrisler için tan¬ml¬d¬r.

Teorem 1. A; n� n türünde bir sabit matris ise, bu durumda

dx

dt
= Ax; x(0) = x0

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

x(t) = eAtx0

d¬r.

Sonuç 1. eAt matrisi sabit katsay¬l¬
dx

dt
= Ax sistemi için bir temel matristir.

Teorem 2. A; n� n türünde bir sabit matris ise, bu durumda

dx

dt
= Ax+ F (t); x(t0) = x0

başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümü

x(t) = eA(t�t0)x0 + e
At

tZ
t0

e�AsF (s)ds

= eA(t�t0)x0 +

tZ
t0

eA(t�s)F (s)ds

dir, burada F (t) kolon vektör fonksiyonu bir [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve t0 2
(a; b) dir.

Teorem 3. A; n� n türünde bir sabit matris ise, bu durumda

eAt = �n�1A
n�1tn�1 + �n�2A

n�2tn�2 + :::+ �2A
2t2 + �1At+ �0I
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d¬r, burada �0; �1; :::; �n�1 her bir A için belirlenmesi gereken t nin fonksiy-
onlar¬d¬r.

Teorem 4. A; n� n türünde bir sabit matris olmak üzere

r(�) � �n�1�n�1 + �n�2�n�2 + :::+ �2�2 + �1�+ �0

olsun. �i; At nin bir özde¼geri ise, bu durumda

e�i = r(�i)

dir. Ayr¬ca �i; m (m > 1) katl¬ bir özde¼ger ise, bu durumda aşa¼g¬daki
denklemler sa¼glan¬r:
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Örnek 1.

A =

�
1 2
4 3

�
için eAt matrisini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. A matrisinin özde¼gerlerinin jA� �Ij = 0 denkleminin kökleri
oldu¼gunu biliyoruz. Yani ���� 1� � 2

4 3� �

���� = 0
denklemi çözülerek �1 = �1 ve �2 = 5 bulunur. Bu durumda At matrisinin
özde¼gerleri �1 = �t ve �2 = 5t dir. Teorem 3 den

eAt = �1At+ �0I

=

�
�1t+ �0 2�1t
4�1t 3�1t+ �0

�
(2)

ve Teorem 4 den
r(�) = �1�+ �0
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d¬r. O halde
e�t = ��1t+ �0 ve e5t = 5�1t+ �0

denklemleri sa¼glanmal¬d¬r. Bu iki denklem çözülerek

�1 =
1

6t
(e5t � e�t) ve �0 =

1

6
(e5t + 5e�t)

bulunur. Bu de¼gerler (2) de yerlerine yaz¬l¬rsa,

eAt =
1

6

�
2e5t + 4e�t 2e5t � 2e�t
4e5t � 4e�t 4e5t + 2e�t

�
bulunur.
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