
·Iki Boyutlu Hamilton Sistemleri
·Iki boyutlu otonom 8>>><>>>:

dx

dt
= f(x(t); y(t))

dy

dt
= g(x(t); y(t))

(1)

sistemini ele alal¬m.

@H(x; y)

@x
= �g(x; y);

@H(x; y)

@y
= f(x; y)

olacak şekilde sürekli ve birinci ve ikinci basamaktan sürekli k¬smi türevlere
sahip olan iki de¼gi̧skenli bir H(x; y) fonksiyonu varsa, bu durumda (1) sis-
temine bir Hamilton sistemi denir. Böyle bir H(x; y) fonksiyonuna da (1)
sisteminin bir Hamilton fonksiyonu denir.

Uyar¬1. (1) sistemi bir Hamilton sistemi ise, bu durumda (1) in herhangi
bir (x(t); y(t)) çözümü boyunca H(x(t); y(t)) sabittir.

Gerçekten,

d

dt
H(x(t); y(t)) =

@H(x; y)

@x

dx

dt
+
@H(x; y)

@y

dy

dt

= (�g(x(t); y(t))f(x(t); y(t)) + f(x(t); y(t))g(x(t); y(t))
= 0

olup H(x(t); y(t)) = 0 elde edilir.

Hamilton sistemleri ile ilgili olarak iki önemli soru vard¬r. Birincisi, verilen bir
sistemin Hamilton sistemi olup olmad¬¼g¬nas¬l belirlenir? Di¼geri bir sistemin
Hamilton sistemi oldu¼gu biliniyorsa, o zaman H(x; y) Hamilton fonksiyonu
nas¬l bulunur?
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Örnek 1.
H(x; y) =

1

2
y2 + V (x)

fonksiyonunun 8>>><>>>:
dx

dt
= y

dy

dt
= �v(x)

(2)

sistemi için bir Hamilton fonksiyonu oldu¼gunu gösteriniz, burada V (x) =
xZ
0

v(s)ds dir.

Çözüm. (2) sisteminde f(x; y) = y; g(x; y) = �v(x) olup

Hx = v(x) = �g(x; y); Hy = y = f(x; y)

dir. O halde (2) sistemi bir Hamilton sistemidir.

Örnek 2. 8>>><>>>:
dx

dt
= y2 + cosx

dy

dt
= 2x+ 1 + y sin x

(3)

sisteminin bir Hamilton sistemi oldu¼gunu gösteriniz ve bir Hamilton fonksiy-
onu bulunuz.

Çözüm. (3) sisteminde f(x; y) = y2 + cosx; g(x; y) = 2x+ 1 + y sin x olup
fx = � sin x; gy = sin x dir. fx = �gy oldu¼gundan (3) sistemi bir Hamilton
sistemidir.

Di¼ger taraftan H(x; y) Hamilton fonksiyonu ise, aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r:

Hx(x; y) = �g(x; y) = �2x� 1� y sin x (4)

ve
Hy(x; y) = f(x; y) = y

2 + cosx (5)

(4) eşitli¼ginin iki yan¬n¬n x�e göre integrali al¬n¬rsa,

H(x; y) = �x2 � x+ y cosx+ '(y) (6)
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elde edilir, burada ' belirlenmesi gereken fonksiyondur. Bunun için (6) n¬n
y�ye göre k¬smi türevi al¬n¬p, sa¼g taraf¬(5) in sa¼g taraf¬ile eşitlenirse, '(y) =
y3

3
olarak bulunur. O halde (3) sistemi için bir Hamilton fonksiyonu

H(x; y) = �x2 � x+ y cosx+ y
3

3

dir.
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