FZM450 Elektro-Optik

4.Hafta
Isigin Elektromanyetik Tanimlanmasi-3:

Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi
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4. Hafta Ders Icerigi

. Isigin kristal i¢cinde 1lerleyisi

° [zotropik olmayan kristaller
Kiibik kristaller
Tek Eksenli Kristaller
Cift Eksenli Kristaller

. Optik eksen tanimi

. Cift kir1lma
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Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-1

Kristalin diger ortamlardan, elektromanyetik dalganin ilerleyisi diisiiniildiiglinde, en 6nemli farklilig:
kristallerin elektriksel olarak anizotropik ozellik gosterebilmesidir yani farkli yonlerdeki elektriksel
ozelligi farkli olabilmektedir

Bunun anlami uygulanan elektrik alan ile kristalin polarizasyonu (kutuplanmasi)
izotropik kristallerde oldugu gibi bir skaler (i) ile elektrik alanin (E) ¢carpimi gibi basit degildir

P=¢_xE y=skaler (izotropik ortam)

P=¢ xE y=tensor (kristal)
Bu kutuplanma kristalin yonelimine baglidir
P=¢ xE
Bunun optoelektronikteki en belirgin sonucu 1s181n kristal igersindeki ilerleyisi kristalin
yonelimine oldukca bagimli olusudur.

P nin E ye baglilig1 tensor nicelik olarak ifade edilebilir.

P XuXoXs || E.
P =& XnXnkn || E,
P XXX || E.

Bunu P=¢ xE seklinde yazabiliriz. Burada y alinganlik tensoriidiir ve en genel olarak
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Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-2
Buna karsi gelen yerdegistirme vektorti D ise D=¢ (1+y)E=¢E,

100
010
001

ve g=¢ (1+y) 1=

Siradan ve sogurucu olmayan bir kristal i¢in bu tensor simetriktir ve her zaman 3 tane temel eksen bulunabilir

X0 0
X =
=10 x50
A/y _O 0 13 i
Durum-I: Izotropik Madde Durum-II: Izotropik olmayan Maddeler (Sogurma yok)
D, = ¢E = ¢ «E D; =¢kb =¢,xk
l ’ (e, ¥ tensor)
(e, x skaler) P=¢_yE (x tensor)
P=¢_xE (y skaler) Dxiso[KxxEx—i_ KBy KB ]
Dy:a O[nyEer Knyy + KyZEZ]
Dz_go [KZXEX+ szEy + ;CZZEZ]
D, =¢,) Kk, E, .
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Burada ¥ maddenin boyutsuz dielektrik sabitidir J=1



Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-3

Durum-II: Izotropik olmayan Maddeler (Sogurma yok)

DXZSO[KXXEX+ nyEy + KXZEZ]
D =¢ [k, E+x E + KyZEZ]
DZZSO[KZXEX+ szEy + KZZEZ]

Bu durumda yani anizotropik madde i¢inde D, E’ye paralel degildir (tensorel 6zellikten)

3
D, = goZKU‘Ej
j=I1

seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde D alanin1 matriks notasyonunda da asagidaki sekilde yazabiliriz.

D, K, K, Ksl||E
Dz =& | Ky Ky Ky -Ez

3 Ky Ky Ky ||E

Eger yukarda kullandigimiz x-y-z koordinat sistemini kristalin eksenleri cinsinden ifade edresek k matrisi
diyagonal disindaki bilesenleri sifir olur ve daha basit bir goriiniim kazanir.

k, 0 0
k;=| 0 &, O
0 0 «xy
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Kristal Iginde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-4

x, 0 0 p
k; = 0 Ky O ”:\/;:1/8_

Durum-I Kiibik sistem( Bakr, giimiis, sodyum Al metal sistemleri)

k, 0 0
;=10 x, 0 K11 7Kgy =Ks3
0 0 «x

Durum-II Tek eksenli kristal sistem( Kuartz, Kalsit)

Kk, 0 0
k,=| 0 &, 0 K 7 Kag
0 0 xy

Durum-I1I Cift eksenli kristal sistem(Mika)

Ky=| 0 kn 0 Ky 7 KypF Ky
© 2008 HSart 0 0 ki



Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-5

Durum-I Kiibik sistem( Bakwr, giimiis, sodyum Al metal sistemleri)

k, 0 0
Kk, = 0 &, 0
0 0 «x

Kristal i¢cinde Maxwell denklemlerini yazip ¢6ziim bulmaya c¢alisalim

v.p =% =0
€
V.B=0
VxE = _OB
B
VxH=——
Burada ot
D, =¢,x,E, B=uH o0
0 0 oD
Vx(VxE)=——(VxB)=— —VxH =—u —(—
(VXE) az( ) (VxH) ﬂoé(at)
Vx(VxE)=-V*E +V(V.E) Vektorel esitligi kullanirsak
o°D
2 _
~V2E+V(V.E)=—p, —
A=kB A=CB = = Ciinkii izotropik ortamda € skaler olmasina karsin anizotropik
A//B Burada V.E # VD ortamda ¢ matrisdir ve E ile D birbirine paralel degildir!

© 2008 HSari Odev: Matematiksel olarak E ile D nin paralel olmadigini gogteriniz



Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-6

an n aDy n 5DZ i a(K‘ly x) a(KZy y) 8(1(3)/ z)

V.D= —
ox oy 0z ox oy 0z

Burada dielektrik sabitler Ky Kpy VE Ky ortak degillerdir

Yukardaki ifadede  V(V.E) # 0 oldugu icin dalga denklemini buna gore ¢cozmemiz gerekecektir.

0°D
ot’

~V2E+V(V.E)=—u,

Hangi durumda yukardaki denklem dalga ¢oziimliidiir? Coziimiimiiziin dalga formunda
oldugunu kabiil edersek

E — E ei(/?.f—a)t)
o

D :D ei(E.F—wt)
o

H-H ei(l?.f—wt)

V.E =ikE

V.(V.E) = ii(ikE) + ji(ikE) + Rﬁ(ikE)
© 2008 HSar! ox oy 0z 8



Kristal I¢cinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-7

x-bileseni i¢in

?i(ikE) = ?i(ikxEx +ik E. +ik E.) = ?i(ikxei(kx”ky“kzz) +..) =ik ik E_+..]
OxX X v Ox

© 2008 HSari

V(V.E) = ik [kE]+ jk [kE]+kk_[kE]= k[KE]

2

~V?’E+V(V.E)=—pu, 9 12)
ot
2

~V?E + (—klk.E))=—p, aa f)
t

Isigin anizotropik ortamda ilerleyisini belirleyen
dalga denklemi

Herhangi bir maddede k. D=0 fakat en genel olarak k. E#0



Kristal I¢cinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-7
~V?E + (~k|kE))=—p, 5;?

[zotropik madde (biitiin dogrultularda ayni elektriksel 6zellik gdsteren) i¢in buldugumuz denklemi ¢dzelim

_ i(k.F-at)
E=E,.e —> —k|kE]|+(kk)E = u 0D

V?E =V*(E "™ )= —(kk)E
Homojen ve izotropik madde i¢in k. E=0 ve D=¢E oldugundan

0+k*E=p_’eE

(k?-p, @’e)E=0

Bu denklemin ¢oziimiiniin

2.1 P o’ 1 ®_ ! =y
e = T T M Jue
~ =A@ ® @)
k:‘kk:—k:—k:n—k
v ¢/n c
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Kristal I¢cinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-7

0*D
ot*

~V?E +(—klk.E))=—p,

~~

Islemleri kolaylastiracak boyutsuz bir nicelik k tanmmiyaparsak k& = nk
kk =n’

boyutsuz bir vektor, yonii yayilma yoniinde, biiytlikliigii i1se kirilma indisi n’e esit.

— —| A a) A a) A — ~
k=Kl =2k = @k r=2r
1% C C
s 0°D 0’D )
~VE+(kkE)=—u, =5 — —,—5=p,@’D

v

k[kE]= i’—j% [kE]
2

V2E = —kkE = —‘f—z(? K )E

v

2 2
© 2008 HSan T k[RE]+ 5 (RDE =0’ D



Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-8

2 2
~~ - ~r~ ) - B B
kk = n’ ~ k| kE |+ = (kk)E = p,0’ D D, =¢,E, = u,e,x,E,
c c
2 2
m_z(kk)Ezm—zan 1 DX:gxxEx+gxyEy+gszz
C

2
~ [~ n
e k, [k.E]+ c_in =u, D, = ,uogijEj = ,uogoicijEj

Boyutsuz formda karekteristik denklem
2 I (k _
n’E, ~k,(k,E,)~K,E, =0
E. yi parantez disina nasil aliriz? Kranecker delta notasyonunu kullanarak elektrik alanlari

1 = . e -
s = ©T=J E =0_E. seklinde yazabiliriz
7|0 egeri#j

n’6;E; —k,(k,E,)—ik;E; =0
o e

(n°6; —kk, —x;)E; =0

(”25,-j —kk, —x;)=M,

y

M_E =0

yJ

n: Oz degerler M, (n)E, =0
E;: Oz fonksiyonlar

© 2008 HSari Mlej =M, E+M,E,+ME, 12



Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-9

Bu bir 6zdeger probleminden baska birsey degildir. Yani genel olarak

AijEJ.:an

[An A, j(EI ) _ C{EI j
Azl Azz Ez Ez
Burada a 6zdeger, E;’ler 1se 6z fonksiyonlardir.

(Aij_aé‘ij)Ej:O (Aij_aé;j)EMij(a)

M (a)E, =0

detM;;(a)=0 ifadesinden 6zdegerler bulunur: a, , a, gibi

ozdegerler Ay E]. =da Ej [fadesinde kullanilarak 6z fonksiyonlar E j bulunur
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Kristal Icinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-9

Kiibik sistem i¢in yukardaki denklemleri uygulayalim. K’nin yoniiniin x-dogrultusunda oldugunu kabiil edelim (k=1)

Boyutsuz

k niceligi /;1 — i
l’gz ~0 Kk, O 0 k
7 -0 k; =10 &, 0
3= 0 0 &, y z
~ . 2 n -, —n 0 0 K 0 0
k; = nk, I 00 11 i 11 2
g lé klka 0 0 0 |\/|ij matrisi Mij: 0 n —Ky 0 = 0 K,,—n 0
=n )
S 000 0 0 n-x,| L0 0 x,-n

detM;;=0 ifadesinden 6zdegerleri bulabiliriz. Bu 6zdegerler:
K;,[(x,,-n?)?]=0 =>n*=k,, veya n=(«,,)"?

Daha 6nce bulunan sonuglarla ayni!

Elektrik alan1 (yani her 6z degere kars1 gelen 6z fonksiyonlari) bulmaya calisalim:

k, 0 O[ET] (0) «x,E +0+0=0 :
0 0 0|E,|=|0|= 0+0+0=0 , z
0 0 ofE | |0 0+0+0=0 .

© 2008 HSari
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Kristal I¢cinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-10

Tek eksenli (uniaxial) sistem (bir yondeki optik 6zellik diger iki yondekinden ayr1 olan sistemler):
Tek eksenli sistemde x-y diizlemi ayni1 fakat z-yoniinii farklidir. k matrisi

k, 0 0 X
Kk, = 0 &, 0 k
0 0 xy .

k’nin x-dogrultusunda oldugunu kabiil edelim

];1 zn; n2 0 0 —I/l2+K'11+I/l2 0 0 K 0 0

];2 -0 /;1]?, 1o o ol D;matrisi M, = 0 —n’ + K, 0 = 0 x,—-n

]? -0 0 0 0 0 0 —l’l2 -|-K'33 0 0 K3 —I’l2
NE

Ozdegerleri bulmaya calisirsak:
DetM;;(n)=0 => «,[(x;,-n).(k33-n)]=0 => Birbirinden farklr iki ¢6ziim vardir, bunlar:

=Ky Ve Ny =AG;3
n,=(x;;)"?=n, => o-151m1 [normal 1g1n (ordinary-ray)]

n,=(x;3;)"?=n, => e-151m1 [anormal 1§1n (extraordinary ray)]

© 2008 HSari 15



Kristal I¢cinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-11

Alanlara bakalim(6z fonksiyonlar):

n=(k,,)"*=n_ o-151n1 (normal 1$m) durumu igin:
K, O o JE] (0 Kk, EL+0+0=0
0 0 0 |E|=|0|= 0+0+0=0 - ’

0 0 xy—kK

E; 0 0+0+(xy; — K, E] =

E,=0, E,=keyfi, E;=0 (alan vektorii ilerleme yoniinde sifir, alan y-yoniinde kutuplanmugtir)

n=(k,;)">=n_ e-151n1 (anormal 1s1n) durumunu inceleyelim. Bu degere kars: gelen alan vektorleri

k, 0  O0][E] (0 K, Ef+0+0=0 -
0 x,—-ky O||E|[=|0|=0+(x,—K3)E, +0=0 ]
|0 0 OJ|E:| \O 0+0+0=0 ’ .

K, 7Z0=E’=0
(KII_K33):>E; =0

© 2008 HSarl E,=0, E,=0, E;=keyfi (elektrik alan z-yoniinde kutuplanmigtir!) 16



Kristal I¢cinde Elektromanyetik Dalganin Ilerleyisi-11

Bu sonuglar bize tek eksenli sistemde ayn1 anda iki tane ilerleyen dalga oldugunu soylemektedir.

Bu 151n demeti x-yoniinde ilerlemesine ragmen alan yonii y-yoniindedir ve n_ gibi kirilma indisini
gormektedir. Bunun yaninda diger alan yonii z-dogrultusunda olup y-yoniindeki alandan farkli olarak
n, kirilma indisini gormektedir.

Iki dalga ayn1 maddede ilerlemesine karsin elektrik alaninin nasil kutuplandigina bagh olarak farkh
iki kirilma indisi gormektedir.

© 2008 HSari 17



Optik Eksen

Optik olarak izotropik olan maddelerde tek bir kirilma indisi vardir, 151k her yonde ayn1 hizla yayilir ve 1s181r
hiz1 kristaldaki yayilma dogrultusundan bagimsizdir.

Optik olarak izotropik olmayan maddelerde ise, 6rnegin tek eksenli optik sistemlerde, 151k kristaldeki
yayillma dogrultusuna bagli olarak farkli kirilma indisleri gorebilir ve buna bagli olarak da farkl
dogrultularda farkli hizlarla ilerler

Kk, 0 0
Kij =1 0 Kn 0 z, (optik eksen)
0 0 Ky ’

x ve y eksenleri ayni
z ekseni ise farkli (optik eksen)

Isik z dogrultusunda ilerlerse elektrik alan ister x, isterse y dogrultusunda olsun 151k kristal icinde
aynt hizda ilerler. Ancak 151k x veya y dogrultusunda ilerlerse, E alanin y veya z de olusuna bagli
olarak kristal i¢inde farkli dogrultularda ilerler

Tek eksenli optik kristallerde 15181n gordiigii kirilma indisine bagli olarak bu dogrultular ayird
etmek i¢in bu 1s1lardan birine “normal 1510, digerine “anormal” 151n denir.
© 2008 HSari 18



Cift Kirilma

Tek eksenli malzemelerde 15181 gordiigii kirilma indisi elektrik alanin yonelimine baglh olarak farkli
olacaktir. BOyle malzemeler, farkli indislere sahip olduklarindan Cift kiric1 malzemeler denir.

© 2008 HSari 19



Cift Kirilma

Simdi tek eksenli bir sistemde genel bir duruma bakalim. Optik eksen (z) boyunca degilde optik eksen
ile belli bir ag1 (@) yaparak ilerleyen bir elektromanyetik dalgay1 diisiinelim

X
k=0
k, =nsing z, (optik eksen)
~ _J p
, =Nncos¢
y
2
n= 0 0 K, 0 0 0 0 0
n’6.=| 0 n* 0 _ Ty 2 .2 2
i ) k;=| 0 x, O kik, =10 n°sin"¢  n”singcosg
0 0 n 0 0 «xy 0 n’singcos¢ n’cos’ ¢
Karekterisrik denklemde (’125,,« —lg,-’;j —k;) =M, yukardaki ifadeleri kullanirsak D; matrisi

K, —n’ 0 0
M;=l 0 K, +n(sin®¢g—1)  n’singcosg
0 n’ sin ¢ cos ¢ Ky +n°(cos” g—1)

Eger bir 151k demeti z-y dogrultusunda ilerlerse o-11n1 ¢ agisindan bagimsiz olarak n_ kirilma
indisini gorecektir. Ancak e-151n1 hareket dogrultusuna bagh olarak farkli n indisini gorecektir.

© 2008 HSari 20



Cift Kirilma

X
c .2 2
1 sin” ¢ | cos ¢
> = > > z, (optik eksen)
n(¢) o, n, <4
y
N . Optik eksen . Optik eksen
¢
nO nO ne
< > < Ne > < Nq >
Optik olarak izotropik kristal Pozitif tek eksenli kristal Negatif tek eksenli kristal
Ny ne<n, Ne>Ng

Cift kirilmada kirilma indisinin kiiciik oldugu eksene hizli eksen,
buiytik oldugu eksene yavas eksen de denir

n, <n, durumunda n, hizli eksen, n_ ise yavas eksendir

© 2008 HSari



Cift Kirilma

Optik Eksen
1<O
Hava Hava
1 Kristal k,
T\* %
[zotropik Madde Anizotropik Madde

© 2008 HSari
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Cift Kirilma Normal 1sin e ees O
\ Anormal 151n +H+> E

xS
AN

/

E
. /L
7

/
i/
N

/
e
N
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Tek eksenli pozitif

Tek eksenli negatif 23



Cift Kirilma

Daha 6nce de belirtildigi gibi normal cam optik olarak izotropik oldugu i¢in 15181n cam i¢indeki ilerleyisi yonden
bagimsiz olarak her dogrultuda aynidir ve bildigimiz adi cam tek bir kirilma indisi ile ifade edilebilir. Tek eksenli
optik kristaller yukardaki hesaplamalarda da goriildiigii gibi 1s181n bu kristallerdeki ilerleme yoniine bagli olarak
farkli kirilma indisine sahiptirler.

Bu indisler siras1 ile normal (n_) ve anormal (n,) kirilma indisleridir. Tek eksenli kristallere kalsit (CaCO,), kuartz
(S10,) ve KDP (potasyum dihidrojen fosfat, KH,PO,) 6rnek olarak verilebilir. Tek eksenli bir kristalde kirilma
indisleri farkli oldugu i¢in 151811 ilerleme hiz1 151¢1n kutuplanma dogrultusuna ve ilerleme yoniine bagl olacaktir. Bu
tip kristaller ciftkiric1 (birefringent) veya c¢ift kirilma indisli (doubly refracting) olarak bilinir.

Kuartz igin n_ ve n_ degerleri Kalkita igin n_ ve n_ degerleri
n,=1,5443 n,=1,6584

n,=1,5534 n,.=1,4864

Faz hiziv >v, Faz hiz1v <v,

Simdi tek eksenli bir sistemde genel bir duruma bakalim. Optik eksen (z) boyunca degilde optik eksen ile belli bir
ac1 (@) yaparak ilerleyen elektromanyetik dalgay1 diistinelim.

N . Optik eksen . Optik eksen
¢
n0 r-lo ne
< R < ne > < n, >
Optik olarak izotropik kristal Pozitif tek eksenli kristal Negatif tek eksenli kristal

© 2008 HSari ' ° ne<o Ne>Ng 24



Cift Kirilma

Cift kirict maddeler optoelektronikde sik¢a kullanilir. Bu maddeler 6zellikle 15181 kutuplamada, degisik
dalga plakalarinda (6rnegin yarim dalga, ceyrek dalga plakalarinda) ve 1s181n modiilasyonunda
kullanilmaktadir.

e-ray

o-ray Optic axis$

7

Optic axis

Sa
Se
Ss

|
|
- | !
\\\\\\ o $ >
e b
\\-\ |
oy ] : I Ez
“ b
v ® F 1
"""""" 1!
|
/i $ 2 B Optic axis ®
|
Optic axis o-ray

The Wollaston prism is a beam polarization splitter. £ is orthogonal to the plane of
the paper and also to the optic axis of the first prism. £, is in the plane of the paper
and orthogonal to E;.
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