0.1 Alt Gruplar ve Yan Kiimeler:

Tanmim 1 (A, o) bir grup olmak iizere B C A kiimesi "o " iglemine gore bir grup

olugturuyorsa B ye A man bir alt grubu denir.

1. Her grup kendisinin bir alt grubudur.

2. Tek bagina, birim eleman yardimiyla her grubun bir alt grubu olusturula-
bilir. Yani e, (A, 0) grubunun bir elemam ve G = {e} olmak iizere (G, o)
grubu (A4, o) grubunun bir alt grubudur.

Ornek 2 Tamsayilar bilinen ¢ikarma islemine gére reel saylarin bir alt grubudur.

Uyar1 3 (A,0) grubunun birim elemani "e" olmak iizere bu grubun her alt
grubununda birim elemans "e" dir. Aksi taktirde alt grubun birim elemant farkh
ise bu birim elemanin tekligi ile ¢eligir. Aym sekilde alt gruptan alinan bir ele-
manmn tersi aynt zaman da grubun ayme elemanin tersi olmak zorundair.

Bir grubun alt grubu bulunurken grup 6zellikleri gosterilecegi gibi asagidaki
Teorem yardimiyla daha kolay gosterilebilir.

Teorem 4 (A, o) grubu verildigi zaman A kiimesinin bir alt kiimesi olan B nin
bir alt grup olmas i¢in gerek ve yeter sart

1. Hera, be Bi¢ginaobe B

2. Herac Bicina™ ! €B

ozelliklerinin gerceklenmesidir.

ispat: B, A nin bir alt grubu ise 1. ve 2. 6zelliklerinin saglandig acik-
tir.
Simdi 1. ve 2. ozellikleri saglansin. Bu durumda 1. 6zellikten kapalilik saglanir.
2. ozellik ise ters elemanin varligini garanti etmektedir. Yine 2. ozellikten
aoa~! = e oldugundan birim elemanin varhgin gosterir. Son olarak A kiimesin-
den alman her eleman: i¢in o igleminin birlesme 6zelligi oldugundan B C A
oldugundan B kiimesi iizerindede birlesme 6zelligi saglamir. O halde (B, o) bir
gruptur.

Teorem 5 (A, o) grubunun iki alt grubu (B, o) ve (C,0) ise BNC, A grubunun
o iglemine gore bir alt grubudur.

B, A grubunun o iglemi altinda bir alt grubu olsun. a, b € A olmak iizere
a~bs b loaeB
olsun.

Teorem 6 ~ bagintist A kiimesi tzerinde bir denklik bagintisidur.



ispat: i. a € Aolsun. a7 !

saglanir.
ii. @ ~ b olsun. Bu durumda b~! o0 a € B ve B bir grup oldugundan

oa = e € B oldugundan a ~ a yani simetri

(lfloa)_1 —aobteB

olur. Bu durumda b ~ a saglanir. Yani simetri 6zelligi gerceklenir.
iii. a, b, ¢ € A olmak {iizere a ~ b ve b ~ ¢ saglansin. Bu durumda

bloacBveclobeB

saglanir. Buradan B, o iglemi altinda bir grup oldugundan

(ctob)o(bloa) = ¢ to(bob )oa

= ¢ loeca=cloaecB
elde edilir. Bu ise a ~ ¢ oldugunu yani gegisme 6zelliginin saglandigini gosterir.
Dolayisiyla ~ bagintis1 A kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidar.
Tamim 7 xz, A grubunun bir elemans ve B, A nin bir altgrubu olmak tizere
zoB={xob:be B}

kiimesine B kiimesinin A kiimesindek: Sol-Yan Kimesi denir.
Benzer olarak

Box={box:bec B}

kiimesine de B kiimesinin A kiimesindeki Sag-Yan Kiimesi denir.
Sag ve Sol Yan kiimeler genellikle birbirlerinden farkly kiimelerdir. Fakat grup
degigmeli ise

zob=box

olacagindan sag ve sol yan kiimeler ayni kiimelerdir.

Teorem 8 D (z) ={y € A:y ~ x},~ bagintisinin bir denklik sinify olsun. Bu
durumda D (x), A kiimesinin bir sol yan kiimesi yani

S(x)=x0B
dir.
ispat: y € D (z) olsun. Buna gore y ~ x olup x~! oy € B gerceklenir.
Bu durumda 27! o y = b olacak sekilde bir b € B vardir.
zox loy = zob
y = xob
oldugundan y € z o B elde edilir. Boylece D () C z o B bulunur.
Simdi y € x o B olsun. O halde y = x o b olacak sekilde bir b € B vardir.
r oy =">bolup 271 oy € B, yani y ~ z saglamr. Boylece y € D (x) olup
x o B C D (z) gergeklenir. Sonug olarak
S(z)=x0B
elde edilir.



Teorem 9 a € A, by, by € B ve by # by olmak tizere
aoby # aoby
gerceklenir.

Tanim 10 Bir sonlu grrubun elemanlarinin sayisina o grubun Basamags denir.

Teorem 11 (LAGRANGE TEOREMf) A, n. basamaktan bir sonlu grup
ve B, A grubunun m. basamaktan bir altgrubu olsun. Bu durumda m, n sayisimin
bir bélenidir.

ispat: B nin k tane sol yan kiimesinin oldugunu kabul edelim. Her
yan kiimenin tam m tane farkli elemani vardir. Yan kiimeler A kiimesinin bir
parcalanmasinmi olugturduklarindan biitiin yan kiimelerin birlesimi A kiimesine
esittir.O halde n = km olacak sekilde k € N vardir.

0.2 Kuvvet Kurali

Tanim 12 Bir elemanin kuvveti asagidaki sekilde tanymlanar.
1. a'=a
2. n € N igin a” tanwml ise a"t' = a.a™ olur.

Burada tiimevarim kurallar1 uygulanmaktadir. Bu tanimi tamsayilara genislete-
lim.

Tanim 13 a° = e olarak ve k € N olmak iizere a™" biiyiikligiinii ise (a‘l)k
olarak tanimlayalim.

Asagidaki teoremi ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 14 A bilinen ¢arpma iglemi altinda bir grup ve m, n € Z , a €
A olsun. Bu durumda asagedaki ézellikler saglanr.

1. a71&m n+m

2. a "a" =e,

3. (a™)" = a"™.

=a

Teorem 15 (A,0) bir grup ve a € A olsun. G ise a™ (n € Z) seklindeki, a
nman biitin kuvvetlerinin kimesi olsun. Bu durumda (G,o) A mn bir Abelyen
altgrubudur.

0.3 Devirli Gruplar

Tamim 16 A bir grup oslun. Eger A grubunun her elemani n tamsayisiman ézel
bir degeri i¢in a™ sayisina egit olacak sekilde a € A sayst varsa, A grubuna "a"”
tarafindan tretilen Devirli Grup denir.



Her devirli grup bir degismeli gruptur. Teorem (15) de olugturulan (G, o)
altgrubu A grubunun a tarafindan iiretilen devirli altgrubudur.

Grup iglemi bilinen tioplama iglemi ise a™ yerine n.a gosterimini kullancagiz.
Bu durumda (Z,+) 1 tarafindan iiretilen devirli bir gruptur.

Tanim 17 A bir grup ve x € A olsun. x ile iiretilen devirli grubun basamagina
x elemaminin basamage denir.

x in basamag ¥ = e olacak sekildeki en kiiciik pozitif k saypsidur. Béoyle bir k
sayist bulunamayorsa x Sonsuz Basamaktandir denir.

Tanim 18 A min B altgrubunun farkl sol-yan kiimelerinin sayisina B nin A
grubundaki Indisi denir. Indis pozitif bir tamsay: veya sonsuz olabilir.

Teorem 19 A sonlu grubunda bulunan x elemaninin basamagr, grubun basamagimin
bir bolenidir.

Tanim 20 (A, o) grubunun (B, o) bir altgrubu olsun. Eger B nin A daki her
sol yan kiimesi ayni zamanda A da sag yan kiime oluyorsa (B, o) altgrubuna
Normal Altgrup denir. Ohalde B nin A grubunun normal altgrubu olmast i¢in
gerek ve yeter sart her a € A ig¢in

aoB=Boa

olmasidar.



