1 BAGINTILAR VE FONKSiYONLAR

Bu boliimde ilk olarak Matematikte ¢ok onemli bir yere sahip olan Baginti
kavramni verip daha sonra ise Fonksiyon tanimi verip genel 6zelliklerini in-
celeyecegiz.

Tamim 1 A x B kiimesinin her aolt kiimesine A dan B ye bir baginty denir.
Bagintilar genellikle o, 3, 7, ...gibi sembollerle gosterilir. Eger bagintr A dan A
ya ise, A da bir bagintr veya A iizerinde bir bagint: denir. 3, A dan B ye bir
bagintr yani 8 C A X B olsun. (z,y) € B ise x ile y bagintilidir denir ve xSy ile
gosterilir. Eger (x,y) ¢ B ise x[y ile gosterilir.

Ornek 2 A = {1,2,3}, B = {a, b} kiimeleri icin A x B kiimesinin 3 =
{(1,a),(2,a),(3,b)} kiimesi bir bagntidar.

Ornek 3 3, A dan B ye bir bagjinte olsun.
ﬁ_l = {(bva) : (avb) € 6}

olarak tamvmlanan B~ bagintisina B mn ters bagintist denir. Bu durumda
B7Y, B den A ya bir bagintidar.

Ornek 4 A = {1,2,3}, B = {a, b} olmak dizere § = {(1,a),(2,a),(3,b)}
bagintisimin tersi

5_1 = {(aa ]-) ) (av 2) ’ (b’ 3)}

bagintisidur.

1.1 Bagmtimn Ozellikleri

Bu kisimda herhangi bir A kiimesi {izerinde tamimlanan 8 bagimtisinin 6zellik-
lerini inceleyecegiz.

Tamim 5 A kimesinden alinan her x elemans i¢in xBx oluyorsa B bagintis
Yansima ozelligine sahiptir denir.

Ornek 6 A = {1,2,3} ve 8 = {(2,y) : 2, y € A vex =y} bagintisr verilsin.
Bu durumda
Ve e A= (z,2) €8

gerceklendiginden 8 yanswyandar.

Tanim 7 (5 bagintist A kiimesi tzerinde tamimlansin. Her x, y € A igin By
oldugunda yBx oluyorsa [ bagintisina simetriktir denir. Yani,

B simetriktir < ¥ (z,y) i¢in [(z,y) € B = (y,x) € F]

olur.



Ornek 8 A ={1,2,3} olmak iizere
B= {(17 1) ) (L 2) ) (27 3) ) (23 1) ’ (37 2) ) (33 3)}
simetrik bir bagintidar.

Tanim 9 S, A kiimesi dzerinde tanvmly bir bagints olsun. Her x, y, z € A i¢in
By ve yBz oldugunda xBz oluyorsa B bagintisine Gegisken ozelligi vardir veya
B Gegisken bir bagintidir denir. O halde

B Gegiskendir < ¥ (z,y,2) igin [(z,y) € B ve (y,2) € 8= (z,2) € f]
dar.
Ornek 10 A = {1,2,3} olmak iizere
A={11), (1,2), (2,3), (1,3), (3,2), (3,3)}

gecisken bir bagintidar.

1.2 Denklik Bagint1

Tamim 11 A kimesi tizerinde tanimlanan bir B bagintist yansiwyan, simetrik ve
gegisken ise B bagintisina A kiimesi tzerinde bir Denklik Bagintisidir denir.

Ornek 12 A = {1,2,3} olmak iizere

p={11), (1,2), (1,3), (21), (2,2), (2,3), 3,1), (3,2), (3,3)}
bagintist yansiwyan, simetrik ve gegisken oldugundan bir Denklik Bagintisidir.

Tanim 13 A bostan farkl bir kiime olmak tizere A kiimesinin altkiimelerinin bir
ailesi P olsun. Eger P ailesi asagidaki ozellikleri sagliyorsa, P ye A kiimesinin
bir parcalanmast denir.

1. P deki tiim kiimeler bog olmayan kiimelerdir.

2. P deki kiimeler ikiger ikiser ayrik yani, her Ay, As € Aicin AN Ay =10
dir.

3. A kiimesinin her elemani, P ye ait bir kiimenin de elemamdir.

Tamim 14 A kiimesi tizerinde tanvmly bir denklik bagintist 8 olsun. (z,y) € 8
ise, y elemanina 5 bagintisy ile bagh x elemanina Denk Eleman denir. A kiimesi
tizerinde x elemamina denk olan bitin elemanlarin kiimesine x in denklik sinafi
denir. Baska bir ifadeyle x € A i¢in

A(x) ={y € A:ypr}

ile tanimlana A (x) kiimesine 8 bagintisinin bir Denklik sinifi denir.A kiimesin-
den alinan her eleman i¢in denklik sinifi olusturulabilir.



Ornek 15 Tamsayilar kiimesi olan 7 de
B=A{(z,y):z, y € Z vex—y tek tamsays}
bir denklik bagintisider. Simdi 1 ve 2 elemanlarimn denklik siniflaring bulalim.

A1) = {y:y€Zvel—y tek tamsayr}
= {4, -2,0,2 4,...}

ve

AR2) = {y:y€Zvel—y tek tamsayr}
(=3, =1, 1, 3, 5,..}

elde edilir. Dikkat edilecek olursa A (1) biitin ¢ift tamsayilarin kiimesini A (2)
ise biitiin tek tamsaylarin kiimesini olusturmaktader. Burada sadece A (1) ve
A(2) denklik sinaflarine elde edebiliriz. Ornegin A(1) = A(7) ve A(2) = A(0)
dar.

Ayrica pargalanma tanvmina dikkat edilirse A (1) ve A(2), Z nin bir par¢alan-
masimi olustururlar.

Lemma 16 A bos olmayan bir kiime ve A kiimesi tizerinde tanwsmly bir denklik
bagintise 8 olsun. Bu durumda her x € A i¢in A(x) # 0 dir.

Proof. 3 bagmtisi yansiyan oldugundan x € A (x) olup A (x) # () dir. =
Lemma 17 z, y € A olsun. x € A(y) ise, y € A(x) olur.

Proof. z € A(y) olsun. Bu durumda § simetrik oldugundan zf8y = ySz olup
y € A(z) bulunur. m

Lemma 18 x € A(y) ise A(z) = A(y) dir.
ispat: Ispat1 iki adimda yapacagiz. 1lk olarak A (x) C A (y) oldugunu
gosterelim. a € A (z) olsun. O halde afz dir. Hipotezden z € A (y) oldugundan
xBy olup gegisme bagintisindan afy yani a € A (y) bulunur. Boylece
A(x) CA(y) (1)

elde edilir. Simdi @ € A (y) olsun. O halde afBy dir. Hipotezden =z € A (y)
oldugundan zBy olup simetriden dolayr yBz olup gecisme bagmtisindan afz
yani a € A (z) bulunur. Boylece

A(y) € A(z) ()
elde edilir. (1) ve (2) den A (z) = A (y) bulunur.

Lemma 19 x ¢ A(y) ise A(x)NA(y) =0 dir.



ispat: Lemmanin kontrapozitifini ispat edelim. Bu durumda A (z) N
A(y) # 0 ise z € A(y) dir. A(z) N A(y) # @ oldugundan en az bir a €
A(x) N A(y) vardir. Bu taktirde afz ve afy dir. Simetriden dolay1 zfa olup
geciskenlikten By bulunur. Boylece x € A (y) elde edilir.

Teorem 20 [, A tzerinde bir denklik bagintisy olsun. B8 nin denklik siniflarinin
P toplulugu A kiimesinin bir par¢alanmasint olugturur.

ispat: Lemma (16) den denklik siniflarinin hig birisi bos degildir. z, y €
A verildiginde Lemma (18) ve Lemma (19) den A (z) = A (y) olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart A (z) N A (y) # 0 oldugu agiktir. O halde, P deki kiimeler
ikiger ikiger ayriktir. € A (z) oldugundan , A kiimesindeki her eleman P deki
kiimelerden birisine aittir. Boylece parcalanmanin ii¢ sartida saglanmig olur.

Teorem 21 P bog olmayan bir A kiimesinin bir par¢alanmasi olsun. x, y € A
olmak tzere, A kiimesi tizerindeki v bagintisy asagidaki gibi tanimlansin:

"vyy olmast i¢in gerek ve yeter sart x ve y min P parcalanmasina gore ayni
kiimenin elemant olmasudar.”

Bu durumda v, A kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidar.

Tamim 22 A kimesi tzerinde tanwymily bir denklik bagintise 8 olsun. B bagin-
tistman A ciimlesinden ayirdige tim denklik siniflarinin kiimesine A nan B bagin-
tisina gore Boliim Kiimesi denir ve A/ ile gosterilir.

Ornek 23 8 = {(z,y) : 2, y, k € Z ve (x+y) = 3k} bagintisy Z iizerinde bir
denklik bagintisedir. Bu bagintinin denklik siniflar

A() = {..,-9, -6, =3, 0, 3,6, 09,...}
A() = {.,=-7, -4, -1, 2, 5, 8, 11,...}
A2) = {..,-8, =5, =2, 1,4, 7, 10,...}

elde edilir. Buna gore Z/8 = {A(0), A(1), A(2)} dir.

1.3 Kismi Siralamalar

Tamim 24 § bagintist A kimesi tzerinde tamvmlansin. Her x, y € A i¢in By
ve yBx oldugunda x =y ise B bagintisina antisimetriktir denir.

Tanim 25 A kimesi dzerinde bir < bagintist yanswyan, antisimetik ve gegisken
1se bu bagintiya A kiimesinin bir Kismi Siralamast denir.

(,y) Exe 2 <y
dir. © <y ifadesi < swralamasina gore x, y den once gelir diye okunur.

R de tanimlanan < bagintis1 bir kismi siralama bagimtisidir.



Tanim 26 A kiimesi tzerinde tanwml bir siralama bagintiss < olmak dizere,
x, y € Adginx <y ya day < x ise x vey elemanlarina < bagintisina gore
karsilastirilabilir elemanlar denir.

Tanim 27 A kiimesinin her x, y eleman ¢ifti bu kiime tizerinde tanimlanan <
bagintisina gore karsilastirilabiliyorsa, A kiimesine Tam Svraly kiime denir. Bu
tamima gore A kiimesinin tam siraly olmast igin gerek ve yeter sart

Ve,ye Aicine <yVy<z
olmasidar.

Tamim 28 Eger <, A kiimesi tizerinde bir kismi siralama ise (A, <) ikilisine
Kuismi siralanmag kiime, < bir tam siralama ise (A, <) ikilisine bir Tam Siralan-
mag kiime ya da kisaca Svraly Kime denir.

Ornek 29 R, < bagintise ile suraly bir kiimedir.

Ornek 30 A = {0,1} olmak iizere A kiimesinin P (A) kuvvet kiimesi tizerinde

tamamly C bagintis bir kismi siralama bagintisy oldugu halde tam siralama degildir.
Ornegin {0} € P (A) ve {1} € P (A) oldugu halde {0} € {1} ve {1} € {0} dur.

Teorem 31 Bir A kiimesinde tanimlanan bir siralama bagintisinin tersi A kiimesi
tizerinde tamamly bir siralama bagintisidar.



