0.1 FONKSiYONLAR

Tamim 1 f, A kimesinden B kiimesine bir bagint: olsun. Eger f bagintiss A
kiimesinin her elemanini B kiimesinin yalniz bir elemanina egliyorsa f bagin-
tisina A dan B ye bir fonksiyon denir.

f:A— B veyaAiB

ile gosterilir. A kiimesine [ fonksiyonunun Tamim Kimesi B kiimesine ise
Deger Kiimesi denir. Bu tanima gore [ bagintisinin A dan B ye bir fonksiyon
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

iVee A, Jye B, (v,y) e f
iiVee A, Vy, z€ B, [(z,y) € fve (z,2) € fl=>z =12
olmasidar.

Tanim 2 f: A — B olsun. (z,y) € f isey ye x in [ fonksiyonu altindaki
gorintisi veya f nin x deki degeri denir. Bu deger genellikle f (x) ile gosterilir.
A kiimesinin f fonksiyonu altindaki gorintilerinin kiimesine Gorinti kiimesi
denir ve f (A) ile gosterilir. Yani

fA)={f(z):z € A}
dar.

Tanim 3 f: A — B ve g: A — B iki fonksiyon olmak iizere A kiimesinin her
x elemans i¢in f (z) = g (x) ise f ve g fonksiyonlarina egit fonksiyonlar denir
ve [ = g ile gosterilir.

Tanim 4 f: A — A, f(z) = z ile tanmemlanan fonksiyona A kiimesinin birim
fonksiyonu denir. A kiimesi tizerinde tanimlanan birim fonksiyon I 4 ile goster-
alir.

Tanim 5 f : A — B ve b € B olmak tizere her A kiimesinden alinan her x
elemanu igin f (x) = b oluyorsa f fonksiyonuna A kiimesinde sabir bir fonksiyon
denir.

Tanmim 6 f : A — B bir fonksiyon olmak tizere A kiimesinden alinan her
farkly iki elemanin B kiimesindeki gorintileri farkl ise f fonksiyonuna bire
bir fonksiyon denir. O halde f fonksiyonunun bire bir olmast i¢in gerek ve yeter
sart

Vo, y€ Adcinz #y = f(2) # [ (y)
veya
Ve, ye Aicin f(2)=f(y) =>x=y

olmasidar.



Ornek 7 f:R—R, f () = 23 ile tammlanan f fonksiyonu birebirdir.

Tamim 8 f : A — B bir fonksiyon olmak tizere B den alinan her eleman igin
f (a) = b olacak sekilde en az bir a € A varsa f fonksiyonuna érten fonksiyon
denir. O halde

f ortens f(A)=B
dir.

Ornek 9 f:R - R, f () = 3 ile tamwmlanan f fonksiyonu értendir. Fakat
g:7Z — 7, g(x) = 2x ile tanwml g fonksiyonu birebir oldugu halde drten degildir.
Gergekten g (x) = 1 olacak sekilde x € Z yoktur. Yine R’ den R ye tanimlanan
h (z) = Sinx fonksiyonu birebir ve érten degildir.

Yukarida verilen fonksiyonlarin tanim bolgelerini yada deger bolgelerini degistirdigimizde
fonksiyonun niteliginde bir dgisiklik olur. Ornegin g (z) = 2z ile tammlanan g
fonksiyonunu Z den Z, cift tamsayilar kiimesine bir fonksiyon alirsak g fonksiy-
onu Orten olur. Benzer olarak

h:[-m/2,7/2] = [-1,1]
h (x) = Sinz geklinde tanimlarsak h fonksiyonu bire bir ve érten olur.
Tamim 10 f: X — Y bir fonksiyon ve B CY olmak tizere
f1(B)={zeX: [f(z)eB}

olarak tamimlanan X '’in alt kiimesine B kiimesinin f altindaki ters gorintiisi
ady verilir.

Daha 6nceden bir bagintinin tersi tanimi vermigtik. Her fonksiyon bir baginti
olduguna gore, her fonksiyonun da bir ters bagintisi vardir. Fakat bu bagimnti
her zaman bir fonksiyon olmayabilir. Simdi bir fonksiyonun hangi durumlarda
tersinin olacagina dair iki teorem verecegiz.

Teorem 11 f : A — B bir fonksiyon olmak iizere f fonksiyonunun tersinin
bir fonksiyon olmast i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun birebir ve orten
olmasidur. f birebir ve orten ise f nin tersi olan f~1 de birebir ve értendir.

Tamim 12 f: A — B ve g: C — D fonkiyonlar: verilsin. f(A) CC vea € A
olmak iizere A dan D ye h(a) = g (f (a)) esitligi ile tanemlanan h fonksiyonuna
f ile g fonksiyonlarinin birlesimi (ya da bileske fonksiyon) denir ve g o f ile
gaosterilir.

Ornek 13 f,g:R - R, f(z) =1+ cos2z ve g (z) = T%H olmak 1izere
1

(go f)(z)=g(f(x)) = (15 con20)? 41

ve

(fog)(x) = f(g(x)) =1+ cos

2+ 1

ile tanimlanar.



