
0.1 GRUPLAR

Tanım 1 A kümesi boştan farklıolmak üzere ◦ işlemine göre aşăgıdaki koşulları
gerçekliyorsa (A, ◦) ikilisine bir Grup denir.

1. ◦ kapalılık özelliğine sahiptir, yani her x, y ∈ A için x ◦ y ∈ A olur.

2. ◦ birleşme özelliğine sahiptir, yani her x, y, z ∈ A için (x ◦ y) ◦ z =
x ◦ (y ◦ z) olur.

3. ◦ i̧sleminin birim elemanıvardır, yani her x ∈ A için x ◦ e = e ◦ x = x
olacak şekilde e ∈ A vardır.

4. ◦ i̧slemine göre her elemanın tersi vardır, yani her x ∈ A için x ◦ x−1 =
x−1 ◦ x = e olacak şekilde x−1 ∈ A vardır.

Örnek 2 Z tamsayılar kümesi çarpma işlemine göre her elemanın tersi ol-
madı̆gından, çarpma işlemi altında bir grup dĕgildir. Fakat Z tamsayılar kümesi
toplama işlemine göre bir gruptur.

Tanım 3 (A, ◦) grubu dĕgişme özellĭgine sahip ise yani her x, y ∈ A için

x ◦ y = y ◦ x

özellĭgi săglanıyorsa bu gruba dĕgişmeli grup veya Abelyen grup adıverilir.

Örnek 4 A = {x, y, z, w} olmak üzere aşăgıdaki işlem tablasunu göz önüne
alalım.

◦ x y z w
x x y z w
y y w w x
z z y x y
w w x y z

Bu tablo dikkate alınırsa A kümesinin ◦ işlemi altında bir grup oldŭgu görülür.
Bu grubun birim elemanıx dir. Hatta bu grup dĕgişmelidir.

Örnek 5 (Z,+) dĕgişmeli bir gruptur.

Teorem 6 (Kısaltma Kuralı) Bir (A, ◦) grubunda her x, y, z ∈ A için

x ◦ y = x ◦ z =⇒ y = z

ve
y ◦ x = z ◦ x =⇒ y = z

özellikleri săglanır.
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İspat: Her x, y, z ∈ A için x ◦ y = x ◦ z olsun. Ters elemanın varlı̆gı
birleşme özeeliği nedeniyle

x−1 ◦ (x ◦ y) = x−1 ◦ (x ◦ z)(
x−1 ◦ x

)
◦ y =

(
x−1 ◦ x

)
◦ z

e ◦ y = e ◦ z
y = z

elde edilir. İspatın ikinci kısmıda benzer düşünce ile yapılır.

Teorem 7 (A, ◦) bir grup olsun. Bu durumda
1) Grubun birim elemanıtekdir.
2) Her x ∈ A için x−1 ◦ x = x ◦ x−1 = e eşitlĭgini săglayan bir tek x−1 ∈ A
vardır.
3) Her x ∈ A için

(
x−1

)−1
= x dir.

4) Her x, y ∈ A için (x ◦ y)−1 = y−1 ◦ x−1 olur.

İspat: 1) Kabul edelimki (A, ◦) grupunun e den farklıf birim elemanı
olsun. Her x ∈ A için

x ◦ e = x

olduğundan özel olarak x = f alınırsa

f ◦ e = f (1)

bulunur. f bir birim eleman olduğundan her x ∈ A için

f ◦ x = x

olup x = e alınırsa
f ◦ e = e (2)

bulunur. (1) ve (2) eşitliklerinden

f ◦ e = f = e

elde edilir. Dolayısıyla e = f bulunur.
2) Her x ∈ A için

x−1 ◦ x = x ◦ x−1 = e

ve
x−11 ◦ x = x ◦ x−11 = e

olsun. O halde
x ◦ x−11 = x ◦ x−1 = e

olup kısaltma kuralından x−11 = x−1 elde edilir.
3) Her x ∈ A için

x−1 ◦
(
x−1

)−1
= e = x−1 ◦ x
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yazaılabileceğinden ve kısaltma kuralından(
x−1

)−1
= x

elde edillir.
4) Her x, y ∈ A için birleşme özelliğinden

(x ◦ y) ◦
(
y−1 ◦ x−1

)
= x ◦

(
y ◦ y−1

)
◦ x−1

= x ◦
(
e ◦ x−1

)
= x ◦ x−1

= e

olduğundan
(x ◦ y)−1 = y−1 ◦ x−1

elde edilir.

Teorem 8 (A, ◦) bir grup olsun. Bu durumda her x, y ∈ A için

x ◦ y = a

denkleminin bir tek çözümü vardır.

İspat: x ◦ y = a denklemini ele alalım. Eşitliğin her iki yanıx−1 ∈ A
ile çarpılırsa

x−1 ◦ (x ◦ y) = x−1 ◦ a(
x−1 ◦ x

)
◦ y = x−1 ◦ a
e ◦ y = x−1 ◦ a
y = x−1 ◦ a

elde edilir. O halde yukarıda verilen denklemin bir çözümü varsa x−1 ◦ a ol-
malıdır. Çözümün tekliğini göstermek için

x ◦ y = a

ve
x ◦ y1 = a

olsun. Bu durumda
x ◦ y = x ◦ y1

olup kısaltma kuralından y = y1 elde edilir.
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0.2 n MODÜLÜNE GÖRE TAMSAYILARIN GRUBU

Tanım 9 a tamsayısıb tamsayısınıkalansız bölüyorsa (tam bölüyorsa) bu du-
rumu göstermek için a | b sembolü kullanılır. Aksine a tamsayısıb tamsayısını
kalansız bölmüyorsada bunun için a - b sembolü kullanılır.

Tanım 10 a ve b iki tamsayı olmak üzere a − b farkı sabit bir n pozitif tam-
sayısına tam bölünüyorsa a ve b tamsayılarına n Modülüne Göre Eşdĕgerdir
(Denktir) denir. Bu durum

a ≡ b (mod n)
ile gösterilir.
O halde a ≡ b (mod n) olması için gerek ve yeter şart en az bir k ∈ Z için
a− b = kn olmasıdır.

Örnek 11 4≡ 19 (Mod 5); −7 ≡ 44 (mod 3)

Teorem 12 n pozitif bir sabit ve a, b, c keyfi sabitler olmak üzere aşăgıdaki
özellikler săglanır.
1. a ≡ a (mod n)
2. a ≡ b (mod n)⇒ b ≡ a (mod n)
3. a ≡ b (mod n) ve b ≡ c (mod n)⇒ a ≡ c (mod n)
4. a ≡ b (mod n) ve c ≡ d (mod n)⇒ a+ c ≡ b+d (mod n) ve ac ≡ bd (mod n)
5. a ≡ b (mod n) ⇒ ac ≡ bc (mod n)

İspat: 1. a ∈ Z olmak üzere a− a = 0n olup özellik ağlanır.
2. a ≡ b (mod n) ise a− b = mn olacak şekilde bir m ∈ Z vardır. O halde

b− a = (−m)n, (−m) ∈ Z

olduğundan b ≡ a (mod n) sağlanır.
3.a ≡ b (mod n) ve b ≡ c (mod n) olsun. Bu durumda m, p ∈ Z olmak üzere

a− b = mn ve b− c = pn

olur. Buradan

a− c = a− b+ b− c
= mn+ pn

= (m+ p)n

yazılır. (m+ p) ∈ Z olduğundan a ≡ c (mod n) bulunur.
4. a ≡ b (mod n) ve c ≡ d (mod n) olsun. Bu durumda m, p ∈ Z olmak üzere

a− b = mn ve c− d = pn

olup,

(a+ c)− (b+ d) = (a− b) + (c− d)
= mn+ pn

= (m+ p)n
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bulunur. Yani
a+ c ≡ b+ d (mod n)

elde edilir.

ac = (b+mn) (d+ pn)

= bd+ (bp+md+mpn)n

ve (bp+md+mpn) ∈olduğundan ac ≡ bd (mod n) elde edilir.
5. 4. özellikte c ≡ c (mod n) olduğu dikkate alınırsa ac ≡ bc (mod n) bulunur.
Ayrıca bu özellikler dikkate alınırsa "≡ ” (mod n) bir denklik bağıntısıdır.

Tanım 13 Sabit bir a ∈ Z sayısının n modülüne göre eşdĕger olan bütün tam-
sayıların kümesine a ile tanmlanan denklik sınıfıdenir ve [a] ile gösterilir. Buna
göre

[a] = {x ∈ Z : x ≡ a (mod n)}
olur.

Örnek 14 4 modülüne göre denklik sınıflarınıbulalım.

[0] = {x ∈ Z : x ≡ 0 (mod 3)}
= {...,−12, −8, −4, 0, 4, 8, 12, ...}

[1] = {x ∈ Z : x ≡ 1 (mod 3)}
= {...,−11, −7, −3, 1, 5, 9, 13, ...}

[2] = {x ∈ Z : x ≡ 2 (mod 3)}
= {...,−10, −6, −2, 2, 6, 10, 14, ...}

[3] = {x ∈ Z : x ≡ 3 (mod 3)}
= {...,−9, −5, −1, 3, 7, 11, 15, ...}

Burada dikkat edilirse her tamsayıbu 4 sınıftan birine aittir.

Şimdi daha genel durumu düşünelim. Bir tamsayın ile bölünürse kalan 0,
1, 2, ...,n-1 tamsayılarından biridir. Oluşabilen tüm denklik sınıfları

Zn = {[0] , [1] , [2] , ..., [n− 1]}

olur. Bu denklik sınıflarına n modülüne göre tamsayısınıflarıdenir.

Teorem 15 Zn, n modulüne göre tamsayılar kümesi olsun. Bu durumda aşăgı-
dakiler săglanır.
1. Her [a] ∈ Zn için [a] 6= ∅,
2. [a] ∈ Zn ve b ∈ [a] ise, [b] = [a] ,
3. Her [a] , [b] ∈ Zn ve [b] 6= [a] için [a] ∩ [b] = ∅,
4.

⋃
[a]∈Zn

[a] = Z.
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İspat: 1. a ≡ a (mod n) olduğundan a ∈ [a] olmalıdır. O halde [a] 6= ∅
sağlanır.
2. b ∈ [a] olsun. Bu durumda b ≡ a (mod n) olur. x ∈ [b] ise x ≡ b (mod n)
dir. Bu durumda x ≡ b (mod n) ve b ≡ a (mod n) olup x ≡ a (mod n) yani
x ∈ [a] elde edilir. Buna göre [b] ⊂ [a] elde edilir. Benzer olarak [a] ⊂ [b] elde
edilir. Dolayısıyla [b] = [a] bulunur.
3. Kabul edelimki [b] 6= [a] için [a] ∩ [b] 6= ∅ olsun. Bu durumda ∃c ∈ [a] ∩ [b]
vardır. O halde c ∈ [a] ve c ∈ [b] olup 2. özellikten [c] = [a] ve [c] = [b] bulunur.
Bu ise [a] = [b] oluğundan kabul ile çeli̧sir. O halde [a] ∩ [b] = ∅ olmalıdır.

Tanım 16 Her [a] , [b] ∈ Zn olmak üzere +n işlemini aşăgıdaki şekilde tanım-
layalım.

[a] +n [b] = [a+ b]

Burada tanımlanan işlemin denklik sınıflarından her birinde seçilen eleman
dĕgil, denklik sınıfına băglıoldŭgunu göstermeliyiz.O halde [a1] = [a] ve [b1] = [b]
ise

[a1 + b1] = [a+ b]

olur.

Örnek 17 [2] , [3] ∈ Z4 için

[2] +n [3] = [2 + 3] = [5] = [1]

elde edilir.

Teorem 18 Her n pozitif tamsayısıiçin (Zn,+n) matematiksel sistemi, n mod-
ülüne göre tamsayılar grubu olarak bilinen bir dĕgişmeli grup (Abelyen) oluştu-
rur.

İspat: (Zn,+n)matematiksel sisteminin deği̧smeli grup olduğunu göster-
mek için birleşmeli, birim elemanlıve her elemanın tersinin olduğunu gösterip
son olarakta deği̧smeli olduğunu göstermeliyiz. [a] , [b] , [c] ∈ Zn olmak üzere

[a] +n ([b] +n [c]) = [a] +n [b+ c] = [a+ (b+ c)]

= [(a+ b) + c] = [a+ b] +n [c]

= ([a] +n [b]) +n [c]

olduğundan +n i̧slemi birleşmelidir.

[0] +n [a] = [a] +n [0] = [a]

olduğundan [0] ∈ Zn birim elemandır. [a] ∈ Zn için [n− a] ∈ Zn olduğundan,

[a] +n [n− a] = [a+ (n− a)] = [n] = [0]

olup
[a]
−1
= [n− a]

6



elde edilir. Bu durumda (Zn,+n) sistemi bir grup oluşturur.

[a] +n [b] = [a+ b] = [b+ a] = [b] +n [a]

olduğundan grup deği̧smelidir.

Uyarı19 Yukarıda tanımlanan grup işlemi yerine

[a]� [b] = [ab]

işlemi, iyi tanımı̧s oldŭgu, birleşmeli oldŭgu ve birim elemana sahip oldŭgu
görülebilir. Birim eleman [1] olur. Fakat bu işleme göre her elemanın tersi
olmadı̆gından bir grup oluşturmaz.
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