0.1 Kardinalite

A ve B kiimeleri verilmis olsun. Bu kiimeler iizerinde ~ bagintis1 " A kiimesin-
den B kiimesi iizerine bire bir bir doniisiim bulunmasi" seklinde tanimlansin.
Bu durumda ~ bagintis1 bir denklik bagmtisidir. Eger A ~ B ise A ve B
kiimelerinin Kardinal Sayilar1 Aynidir denir. Ornegin A ~ B ise, A kiimesinin
beg eleman1 varsa B kiimesininde beg elemani vardir. Burada dikkat edilme-
lidirki bu tanim yalnizca kiimelerin kardinal sayilarinin ayni olmasina iligkin
olup kardinal sayinin kendisi tanimlanmamaktadir. Sonlu kiimeler i¢in bu du-
rum ayni sayida eleman icermesine egdegerdir.

0.2 Russell Paradoksu

Bir sorunun cevabina ne dogru ne de yanlhs diyemiyorsak bir Paradoks ile karg:
karsiyay1z demektir. Nicolas Baurbaki bu konuda;

"Unlii paradokslar, on yillar bazen de yiizyillar boyunca mantiksal diigiinceyi
beslemigtir."

"Bu sayfada yazili olan higbir seyi okumayin." gibi buna benzer paradokslar
ya kendileriyle celigiyor gibi goriiniir, anlamsiz ya da gagirtici sonuglara varir; ya
da kisir dongii bigimindedir.

Paradokslar yiizyillar boyunca insanlar1 biiyiilemis ve hayrete diigiirmiigtiir.
Paradokslara, Edebiyat, bilim ve Matematik’ten giinliik yagama kadar ¢ok degisik
alanlarda rastlanir. Ne tiir paradoks olursa olsun ortaya ¢ikan sorular ve karigik-
lik hem ilging, hem de eglendiricidir. Ozellikle Matematiksel paradokslar yeni
buluglara yol acabilir.

Paradoks Ornekleri

Bazi bilinen paradokslardan érneklere bakalim:

1) Ikiye Bolme Paradoksu: Bir yolcu, belirli bir uzakhga gidecektir. Once
gidecegi yolun yarisini; sonra kalan yarisini; sonra kalaninin yarising;... yiiriimek
zorundadir. Bu durumda hic¢bir zaman gidecegi yolun sonuna ulagamayacaktir.

2) Eugqlides Paradoksu: "Yaptigim agiklama yanligtir."

3) Avukat Paradoksu: Yunanl iinlii avukat Protogras, verdigi tzel dersin
iicreti ile ilgili olarak 6grencisiyle bir anlagma yapar. Bu anlagmaya gére dgren-
cisi aldig1 ilk davay1 kazanirsa bu iicreti avukata tdeyecek, kazanamazsa dde-
meyecektir.

Dersin bitiminden hemen sonra herhangi bir dava almayan ¢grenciden ses
seda c¢ikmaz. Sabrim yitiren avukat, bir dava agarak bu iicreti ogrencisin-
den talep eder. Yeni avukat olan ¢grenci bu ilk davasinda kendini savunmay
iistlenir.

Bu davay1 6grenci kazanirsa ilk davasini kazanmig olacag icin davay1 kaybe-
den hocasina paray1 6demek zorunda kalacaktir.

Tersine davayi kaybederse bu kez de davayi kaybettigi icin hocasina yine
6deme yapmak zorunda kalacaktir.

4) Epimenides Paradoksu: Epimenides Giritli idi. Ve paradoksu soyleydi;
"Biitiin Giritliler yalancidir".

5) Walt Kelley Paradoksu: "Diigmanla kargilagtik ve o biziz".



6) Berber Paradoksu: Bu paradoks 1918’de ¢ikmigtir. Bir kssyde, bir berber,
kendi trag olmayan herkesi trag eder. Berberi kim trag edecek?

7) Oscar Wilde Paradoksu: "Giinah iglemenin tek yolu onu kabul etmektir".

Yukarda soziinii ettigimiz paradokslarin bir benzerini iinlii matematikci ve
filozof Bertrand Russell 1901’de, daha heniiz 28 yagindayken bulmugtur. O
giinlin matematiginin geliskiden yoksun olmadigin1 gosteren bu paradoks tah-
min edilecegi gibi matematigi ve matematikgileri sarsmig ve onlar1 matematigin
temelleri iizerine daha derin diigiinmeye zorlamigtir.

Kiime kavrami, Yunanlilardan beri biliniyordu. Daha sonra Alman Matem-
atik¢i Georg Cantor (1845-1918) kiime kuramim matematiksel olarak ortaya
atti. O zamanlar bir nesnenin kiime olabilmesi igin birtakim kogullarin gerektigi
daha bilinmiyordu. Akla gelebilecek tiim nesnelerin bir kiime olugturabilecegi
saniliyordu. Hele kiime gibi ¢ok “dogal” bir kavramin giiniin birinde matematigi
eligkiye diifliirecegi akillara hi¢ gelmiyordu.

Bir A kiimesi kendisinin bir eleman1 ise A kiimesine Olagandigi Kiime aksi
halde Olagan kiime denir. Ornegin biitiin tamsayilarin olusturdu kiime bir
tam say1 degildirdolayisiyla bir olagan kiimedir. Simdi RUSSEL PARADOKSU
olarak bilinen agagidaki ifadeyi inceleyelim.

"A kiimesi biitiin olagan kiimelerin bir toplulugu olsun ve A nin bir kiime
oldugunu kabul edelim. Acaba A kiimesi olagan bir kiime midir?"

Eger A € A ise, A olagandigidir ve A nin tanimina gore A ¢ A olmalidir. Bu
ise bir ¢eligkidir. Aksine A ¢ A ise, A kiimesi bir olagan kiimedir ve A kiimesine
ait olmali yani A € A olmalidir. Bu yine bir ¢eligkidir.

Ashinda buradaki paradoks A nin bir kiime olarak degerdirilmesidir. Yani,
bir takim elemanlarin tanimlanabilen her toplulugu bir kiime olarak diisiiniilmeme-
lidir. Russell paradoksu ve buna benzeyen bazi zorluklar kiimeler teorisinin tu-
tarli bir temel iizerine kurulmamig olabilecegi diisiincesini ortaya cikartmigtir.
Bunun tizerine 20. yiizyilin bagalrinda kiimeler teorisinin aksiyomatik yapisi
aragtirilmig ve ii¢ farkli yaklagim ortya ¢ikmigtir.

Birincisinde, Zermelo (1904 — 1908) tarafindan baglatilmig ve Fraenkel ile
Skolem (1921 — 1929) tarafindan devam edilmistir. Bu yontemle gok genis toplu-
luklar imcelemenin diginda tutularak, Russell Paradoksu ¢nlenmistir.

Ikinci yaklagimRussell ile Whitehead (1910 — 1913) tarafindan ortya atilmistir.
Bu yaklagim ile kiimeler arasinda bir hiyerargik yapi diiglintilmiigtiir. Buna
gore X € Y ise Y kiimesinin X den bir basamak yiiksek diizeyde oldugu
varsayillmigtir. Boylece sistemde biitiin kiimelerin bir kiimesi gibi bir kavram
bulunmamaktadir.

Son yaklagim ise Von Neumann (1925 — 1929), Bernay (1937 — 1954) ve
Godel’ e (1940) aittir. Burada ise kiimelerin yam sira simif adini alan baz
6zel biiyiik topluluklar diisiiniilmiistiir. Boylece, biitiin olagan kiimeleri igeren
A toplulugu bir simif olugturacak ve A € A olmas1 6nlenebilecektir.



