1 MATEMATIKSEL MANTIK

Bu boliimde ilk olarak énerne tanimi verilip ispatlarda kullanilan diigiince bigimi
incelenecektir.

Tamim 1 Bir hikim bildiren ve hakkinda dogru veya yanhs denilmesi anlaml
olan ifadelere Onerme denir.

Bir énerme hem dogru hem de yanhg olamaz veya biraz yanlig biraz dogru
da olamaz. O halde bir bilgi vermeyen, bir hiikiim bildirmeyen ifadeler énerme
degildir. Simdi agagidaki ornekleri inceleyelim.

1. Aksaray I¢ Anadolu Bolgesindedir.
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Merhaba,

Yukaridaki orneklerden ilk iigii 6nerme olmasina kargin geri kalan ifadeler
bir bilgi veya hiikiim bildirmediginden 6nerme degildirler.1. ve 3. énerme dogru
olmasina ragmen 2. énerme yanlig bir énermedir.

Onermeleri p, ¢, r, s,... gibi kiiciik harflerle gosterecegiz.

Ayrica bir 6nermenin belirttigi hiikiim dogru ise D yanlig ise Y simgelerini
kullanacagiz.

Tanim 2 Dogruluk degerleri ayni olan 6nermelere denk veya egdeger onermeler
denir ve p = q seklinde gdsterilir.

Ornek 3 P :Tirkiye 'nin baskenti Ankaradir. ile q : 2+6 = 8 dnermeleri dogru
oldugundan bu iki dnerme denk onermelerdir.

1.1 Onermeler Cebiri

Bu kisimda onermeler iizerinde ve, veya, degil, ise gibi igslemleri tanimlayip ver-
ilen 6nermelerden yeni 6nermeler elde etmeyi 6grenecegiz. Bu iglemlere genel
olarak baglac ismini verecegiz. Baglaclar ile elde edilen dnermelrin dogruluk
degerlerini, dogruluk tablosu denilen tablolar yardimiyla gosterecegiz. Bir ¢n-
ermenin dogruluk tablosunu asagidaki gibi verebiliriz.
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~<|~<|o|ol=
SIS

Ug 6nermenin dogruluk tablosu ise

<<<<wﬂuu%
<<u@<ﬂu@@
«b«@<ﬂ<@*

seklinde verilir.

1.1.1 "VE" BAGLACI

p ve q iki dnerme olsun. "p ve ¢" olarak ifade edilen ve "pAq" seklinde gosterilen
yeni ¢nerme p ile ¢ birlikte dogru oldugunda dogru, diger tiim durumlarda ise
yanlig olarak tanimlanan bir énermedir. Bu bilesik énermenin dogruluk tablosu
agsagidaki gibi verilir.
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1.1.2 "YA DA" BAGLACI

p ve q iki onerme olsun. "p ya da ¢" olarak ifade edilen ve "p V ¢" seklinde
gosterilen yeni énerme bu énermelerden en az biri dogru ise dogru aksi durumda
her iki 6nermede yanlis ise yanlig olarak tanimlanan bir énermedir. Bu bilegik
onermenin dogruluk tablosu agagidaki gibi verilir.
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1.1.3 "DEGIL" BAGLACI

Bir p 6nermesinin dogruluk degeri dogru iken yanlig, yanlis iken de dogru yapilarak
elde edilen yeni 6nermeye p 6nermesinin degili denir. p énermesinin degili ~ p
simgesi ile gosterilir.

p :Pekin, Avrupa kitasindadir.

p dnermesi yanlig bir 6nerme olup bu 6nermenin degili olan tnerme ise,

~ p :Pekin Avrupa kitasinda degildir.

seklindedir. ~ p 6nermesinin dogruluk tablosu ise,

~p
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seklindedir.

1.1.4 "ISE" BAGLACL. ya da "GEREKTiRME"

p ve q iki 6nerme olsun. Eger p énermesi, ¢ énermesini gerektiriyorsa, bu birlegik
onerme "p = ¢” seklinde gosterilir ve "p ise ¢” diye okunur. p = ¢ onermesi p
nin dogru ¢ nun yanhs oldugu durumda yanhsg, diger durumlarda ise dogrudur.
Bu birlesik énermenin dogruluk tablosu asagidaki gibidir.
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p = q 6nermesinde, p ye varsayim, q ya ise sonug adi verilir. p = ¢ 6nermesi
agagidaki ifadelerden biri seklinde okunur.

"p, q 6nermesini gerektirir."

"p ise ¢ dur."

"p, ¢ icin bir yeter koguldur."

"g, p icin bir gerek kosuldur."

Simdi "ise" baglac ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 4 Dogru énerme dogru onermeyi gerektirir. Ornegin
p:72=2" veq:710=10"

ile tanymlanan onermelerin her ikiside dogru énermelerdir. p onermesindeki
egitligin her iki tarafiny 5 ile ¢arparsak 710 = 10”7 sonucunu buluruz ki, buda
dogru olan q onermesini verir.

Ornek 5 Dogru énerme yanhs énermeyi gerektirmez.

p : Ankara Tirkiyenin Baskentidir.
q : Tirkiye Amerika Kitasindadur.



p onermesi varken q énermesinin varhge sonucuna ulagilamaz. Yani (D =Y) =
Y dir.

Ornek 6 Yanhs nerme dogru énermeyi gerektirebilir.

p :  Tirkiye Amerika Kitasindadur.
q : Ankara Tirkiyenin Baskentidir.
p onermesi yanls oldugu halde g onermesinin yanhs olmasina engel degildir. O

halde "Tiirkiye Amerika Kitasinda=-Ankara Turkiyenin Baskentidir" gerekirmesi
var olabilir.

Ornek 7 Yanhs énerme, yanhs bir énermeyi gerektirebilir.
p:72=>5" veq:"4=10"

onermelerinin her ikiside yanhs oldugu halde p énermesindek: esitligin her iki
tarafi 2 ile ¢carpilirsa q onermesi elde edilir.

q = p dnermesine p = ¢ 6nermesinin karsit1 denir. Bu iki 6nermenin dogru-
luk tablolar1 farkhdir.

1.1.5 "ANCAK VE ANCAK" BAGLACI VEYA "ESDEGERLILIK"

p ve q iki 6nerme olmak iizere, (p = q)A(¢ = p) birlegik énermesi kisaca "p < ¢”
ile gosterilir ve "p ancak ve ancak ¢” yada "p, ¢ onermesine esdegerdir diye
okunur. Bu birlegik 6nermenin bir bagka okunusu da "p igin gerek ve yeter kosul
q onermesidir" geklindedir. "p < ¢” 6nermesinin dogruluk tablosu agagidaki
gibidir.
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1.1.6 KARMASIK DOGRULUK TABLOLARI
Lemma 8 (~pVyq) & (p=q) dir

ispat: Dogruluk tablosu yardimiyla gosterelim.
plag |~p|~pVg|p=q|(~pVg (=4
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Demek ki "~ pV ¢” igin gerek ve yeter kosul"p = ¢" 6nermesidir.



1.1.7 CELiSMEZ ONERMELER (TOTOLOJILER)

Bir birlegik 6nerme, kendini olugturan énermelerin her bir dogruluk degeri i¢in
daima dogru oluyorsa bu birlesik onermeye Celismez Onerme veya Totoloji
denir. Bu énerme daima yanhs oluyorsa da Celigki denir. Ornegin (~pV q) &
(p = q) bir Totolojidir. Asagida bazi énemli Totolojileri inceleyelim.

Ara Degerlerin Cikarilmasi Kurali p 6nermesi ile bu énermenin degili olan
~ p 6nermesi verildiginde ~ p V p birlegik énermesi bir Totolojidir.

De Morgan Kurallar: p ve ¢ iki onerme olsun. Agagidaki 6nermeler Celismez
Onermelerdir.

a~({pnrg e (~p)V(~a)

b ~(pVg) e (~p)Al~q)
Kontrapozitiflik Kurali p ve ¢ iki 6nerme olmak iizere

(r=4q9 = (~q9=(~p)

birlesik 6nermesi bir ¢elisgmez 6nermedir. O halde (p = ¢) 6nermesi ile (~ q) =
(~p) onermesi egdegerdir. (~¢q) = (~p) Snermesine (p = ¢) Onermesinin
Kontrapozitifi denir. Ornek olarak "Bir dizi yakinsak ise limiti tek’ dir" gerek-
tirmesinin kontrapozitifi "Dizinin limiti tek degilse dizi yakinsak degildir." gerek-
tirmesidir. O halde bir teoremim kontrapozitifini ispatlamak ile kendisini ispat-
lamak egdegerdir. (p = q) < (~¢q) = (~ p) dnermesinin dogruluk tablosu
asagidaki gibidir.

plag |[~p|~aq|p=q|~q=~p | P=q9 & (~q9=(~p)
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Dagilma Kurallar1 p, g ve r 6nermeler olmak iizere agagida dagilma kurallar
olarak bilinen énermeler birer Totolojidir.

L pA(gvr)e (pAgV(pAT)

2. pV(gAT) & (PVa A(PVT)

Ayirma Kurali [p A (p = q)] = ¢ birlesik 6nermesi bir totoloji olup bu 6ner-
meye Ayirma Kurali denir. Ornegin, "Hava soguk" ve "Hava soguk ise bisiklete
binmeyecegim" tnermelerini ele alalim. Eger her iki 6nermede dogru ise sonug
"bisiklete binmeyecegim " olacaktir.



Kiyas Kurali p, q ve r birer 6nerme olmak iizere

(p=aAN(@=1)]=@=>T)

celismez onermesine Kiyas Kurali denir. Ornegin, "Hava soguk ise bisiklete
binmem" ve "bisiklete binmem ise evde otururum" gerektirmelerinden "hava
soguk ise evde otururum" sonucu c¢ikar.

Bir Gerektirmenin Degili (~pVq) & (p = q) Totolojisi ve De Morgan
kurali kullanilirsa

~(p=q &~ (~pVg S pA(~q)

elde edilir. O halde bir gerektirmenin degili yeni bir gerektirme olamaz. Ornegin
"Hava soguksa bisiklete binmem" &nermesinin degili "Hava soguk ve bisiklete
biniyorum" 6énermesidir.

Ornek 9 "Caligirsam basaririm” énermesinin degilini bulunuz.

Coziim 10 Yukarida verilen ctimleyi iki onermenin bileskesi seklinde ifade ede-
lim.

p : Cahsirim

q : DBasarimm

Bu durumda yukaridaki ifadeyi p = q sekinde yazabiliriz. ~ (p = q) < p A
(~ q) oldugundan verilen énermenin degili "Caligirim ve bagaramam” seklinde
olmalidar.

1.2 Mantiksal Tartigmalar

Asagida verecegimiz ¢rneklerle matematiksel olmayan bir problemin mantiksal
tartigmalar sayesinde matematiksel ispatini verecegiz.

Ornek 11 " Ucretler yiikselirse als giicii artar. Eger bir bunalum varsa icretler
yiikselmez. " ifadesi veriliyor. Buna gore asagidaki sonuclardan hangilerin dogru
oldugunu mantiksal tartisma yaparak gosteriniz.

a Ucretler yiikselirse bunalim olmaz.
b Bir bunalim varsa aliggiicii artmaz.
¢ Aliggiiciiniin artmasi igin bir yeter kogul iicretlerin artmasidir.

d Ya bunalim yoktur ya da iicretler yiikselmez.



Coziim 12 Ilk olarak paragrafi sembolik olarak ifade edelim.
p : Ueretler yiikselir

q : Alsg giicii artar

r : Bunalim var.

Bu énermeler yardimiyla paragrafi

I)p=g¢q

2)r=~p

seklinde yazabiliriz.

a Sonucu p =>~ r dnermesi ile ifade edebiliriz. 2) nin dogrulugunu biliyoruz o
halde 2) 6nermesinin kontrapozitifi alinirsa

(p=~r) & (r=r~p)
olacagindan p =~ r dnermesi dogrudur.

b Sonucu r =>~ ¢ 6nermesi ile ifade edebiliriz. r =>~ ¢ 6nermesinin yan-
lig olmasi i¢in r dnermesinin dogru ~ ¢ onermesinin yanlig dolayisiyla ¢
onermesinin de dogru olmasi gerekir. Bu ise 1) ve 2) ile ¢elismeyen bir
ornek olup r =~ ¢ dnermesinin her zaman dogru olmayacagini gosterir.
O halde b sonucu yanligtir.

¢ Sonucu p = ¢ dnermesi ile ifade edebilriz. Bun ise 1) den dogru bir 6ner-
medir.

d Sonucu ~ rV ~ p dnermesi ile ifade edebilriz.
~rV ~p<&ST =~ D
oldugundan ve 2) dnermesi dogru oldugundan d sonucu dogrudur.

Ornek 13 " Ahmet Fizik Bélimiinde ise Matematik calismalidir. Matematik
calisir ise mantikly diigtinmelidir. Ahmet Matematik calisiyor.” paragrafi ver-
iliyor. Buna gore asagidaki sonucglardan hangilerin dogru oldugunu mantiksal
tartigma yaparak gésteriniz.

a Ahmet Fizik Boliimiindedir.

b Ahmet ya mantikh diigiinmeli ya da Fizik Béliimiinde degildir.

¢ Ahmet mantikli diigiintir.

d Ahmetin mantikli ¢alismas i¢in yeter kosul Fizik Boliimiinde olmasidir.

e Ahmet Fizik Boliimiinde ise mantikli diisiinmelidir.

Coziim 14 Ik olarak paragrafe sembolik olarak ifade edelim.
p: Ahmet Fizik Boliimindedir

q : Matematik ¢alismalidir

r: Mantikly distinmelidir



Bu énermeler yardimiyla paragraf
1)p=gq
2)q=r

3)q
seklinde yazabiliriz.

a Sonucu p Onermesi ile ifade edebiliriz. Bunu gostermek icin aksine 6rnek
verelim. p yanls olsun. ¢ dogru oldugundanl), 2) ve 3) saglanir. O halde
a sonucu yanligtir.

b Sonucu 7V ~ p tnermesi ile ifade edebiliriz. 1) ve 2) den kiyas kural kul-
lanilirsa

(p=aA(@=r)]=({@=r)
elde edilir. Buradan
(p=r)e(~pVr)e (rv~p)
olup b sonucu dogrudur.

¢ Sonucu r énermesi ile ifade edebiliriz. 2) ve 3) den ayirma kurali uygulanirsa
Gn(g=r)]=r
elde edilir. Yani ¢ sonucu dogrudur.

d Sonucu p = ¢ 6nermesi ile ifade edebiliriz. Bu ise d sonucunun 1) den dogru
oldugunu gosterir.

e Sonucu p = r onermesi ile ifade edebiliriz. 1) ve 2) den kiyas kural kul-
lanilirsa

(p=aAN(@=1)]=@=T)

elde edilir. Bu ise e sonucunun dogru oldugunu gosterir.



