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8. Eliptik E¼gri Çarpanlara Ay¬rma Metodu

Eliptik e¼gri çarpanlara ay¬rma metodu (p� 1) algoritmas¬ndaki düşünceyi kul-

land¬¼g¬ndan öncelikle (p� 1) metodunu inceleyelim.

p� 1 Algoritmas¬ :

E¼ger p� 1 büyük asal bölenlere sahip de¼gilse, bu algoritma verilen bir n tam-

say¬s¬n¬n p asal bölenini genellikle bulur.

1. Gir B; n (B üst s¬n¬r )

2. 1 6 a 6 n� 1 olacak şekilde rasgele bir a tamsay¬s¬ seç

3. k = 2; 3; :::; B

a := ak (modn)

4. d := ebob(a� 1; n)

5. E¼ger d = 1 veya n ise git Ad¬m 2, Aksi halde p := d ve Bitir.

Şimdi algoritman¬n nas¬l çal¬̧st¬¼g¬n¬ anlatal¬m. Kabul edelim ki p � 1 say¬s¬n¬

bölen bütün asal üsler B üst s¬n¬r¬ndan daha küçük olsun. B!; B den küçük

say¬lar¬n hepsini böldü¼günden p� 1 j B! dir. Fermat teoreminden

ap�1 � 1 (mod p)

dir.

ap�1 � 1 (mod p) ve p� 1 j B! =) aB! � 1 (mod p)

aB! � 1 (mod p) =) p j ebob(aB! � 1; n)
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Sonuç olarak, e¼ger ebob(aB! � 1; n) 6= 1 ve n ise ebob(aB! � 1; n) = p olur ve n

say¬s¬n¬n bir asal bölenini bulmuş oluruz. p� 1, Zp deki terslenebilen elemanlar¬n

say¬s¬d¬r. Eliptik e¼gri çarpanlara ay¬rma metodunda p � 1 in burada üstlendi¼gi

benzer rolü Zp üzerindeki eliptik e¼grinin eleman say¬s¬ üstlenecek.

n asal olmas¬n. Bölüm 5.5 de Fq (q = pr; p asal) sonlu cisim üzerindeki eliptik

e¼griler için tan¬mlad¬¼g¬m¬z toplama kural¬n¬ Zn için de aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m.

Zn üzerinde tan¬ml¬ y
2 = x3 + ax+ b denklemli eliptik e¼griyi E ile gösterelim.

P = (x1; y1) ve Q = (x2; y2) eliptik e¼gri üzerindeki herhangi iki nokta olsun:

(1) E¼ger y1 � 0 (modn) ise P := �P ve P + P := #

(2) E¼ger x2 � x1 (modn) ve y2 � �y1 (modn) ise P +Q := #

(3) Di¼ger durumlarda, P +Q = (x3; y3) olsun.

E¼ger P = Q ise

(8.1) m := (y2 � y1)(x2 � x1)
�1 (modn)

Aksi halde;

(8.2.) m := (3x2
1
+ a)(2y1)

�1 (modn)

olmak üzere

x3 := (m
2 � x1 � x2 ) (modn) ve y3 := (m(x1 � x3)� y1) (modn) dir.
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E eliptik e¼grisi üzerinde P ve Q noktalar¬n¬n toplam¬ için aşa¼g¬daki üç durum

vard¬r.

1. Durum : Toplam sonsuzdaki noktad¬r.

2. Durum : (8:1) ve (8:2:) denklemlerinde ebob(x2�x1; n) = 1 veya ebob(y1; n) =

1 ise toplama kural¬ tan¬ml¬d¬r ve P +Q := (x3; y3) dür.

3. Durum : (8:1) ve (8:2:) denklemlerinde x2 � x1 veya y1 Modül n ye göre

terslenemez ise P +Q toplam¬ tan¬ms¬zd¬r.

3. Durumdan dolay¬ E eliptik e¼grisi bir grup oluşturmaz. Bu durumu biraz

daha inceleyelim.

(8:1) denkleminde e¼ger x2�x1 Modül n e göre terslenemez ise ebob(x2�x1; n) >

1 dir. E¼ger ebob(x2 � x1; n) 6= n ise ebob(x2 � x1; n), n tamsay¬s¬n¬n 1 ve n den

farkl¬ bir bölenidir.

Ayn¬ şekilde (8:2:) denkleminde y1 Modül n e göre terlenemezse ebob(y1; n) > 1 dir.

Ve ebob(y1; n) 6= n ise ebob(y1; n); n tamsay¬s¬n¬n 1 ve n den farkl¬ bir bölenidir.

Sonuç olarak, E eliptik e¼grisi üzerinde bir P noktas¬ ve büyük bir k tamsay¬s¬ için

kP skaler çarp¬m¬n¬ hesaplarken 3. Durum gerçekleşti¼ginde toplama i̧slemini yapa-

may¬z. Fakat bu durumla kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬zda zaten n say¬s¬n¬n bir bölenini bulmuş

oluruz.

Şimdi, Eliptik e¼gri kullanmam¬z¬n faydas¬n¬ görelim. Kabul edelim ki p asal¬ n

say¬s¬n¬n bir böleni olsun. Ep üzerinde tan¬mlanan y
2 = x3+ax+b denklemli e¼griyi

E ile gösterelim. E eliptik e¼grisinin de¼gi̧smeli bir grup oldu¼gunu biliyoruz. P 2 E

noktas¬n¬n Modül p ye indirgenmi̧s halini P noktas¬ ile gösterelim. kP = kP dir.
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�

�E
�

� ; E eliptik e¼grisi üzerindeki nokta say¬s¬n¬ göstersin.
�

�E
�

� j k oldu¼gunda kP = #

d¬r. kP skaler çarp¬m¬n¬ hesaplarken
�

�E
�

� j k durumunda kP = # oldu¼gundan

x2 � x1 � 0 (mod p) olur.

p j n ve p j x2 � x1 =) ebob(x2 � x1; n) > 1

Böylece, ebob(x2 � x1; n) say¬s¬ n nin bir bölenidir.
�

�E
�

� si küçük asal bölenlere

sahip olan bir çok eliptik e¼gri oldu¼gundan eliptik e¼gri metodu p � 1 metodundan

daha etkilidir.

Algoritma 8.1. (Eliptik e¼gri çarpanlara ay¬rma algoritmas¬)

Bu algoritma verilen bir n say¬s¬n¬n bir bölenini bulur.

1. T ilk m asaldan oluşan bir dizi olsun.

2. a := 1

3. P = (0; 1)

4. i := 1

5. E := y2 = x3 + ax+ 1

6. E¼ger i 6 m ise k := T [i] ; aksi halde a := a+ 1 ve Git ad¬m 3

7. P := kP yi hesapla. E¼ger hesaplama başar¬s¬z (toplama tan¬ms¬z) ise Git

ad¬m 8, aksi halde i := i+ 1 ve Git ad¬m 6

8. E¼ger n say¬s¬n¬n bir böleni bulunduysa böleni yaz ve Bitir , aksi halde

a := a+ 1 ve Git ad¬m 3

Örnek 8.1. n = 357564082969 say¬s¬n¬n Algoritma 8.1 i kullanarak bir

bölenini bulal¬m. T dizisi ilk 100 asaldan oluşsun. Algoritma y2 = x3 + x + 1 ve
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y2 = x3 + 2x + 1 denklemli eliptik e¼griler için n say¬s¬n¬n asal bölenini bulamaz.

y2 = x3 + 3x + 1 denklemli e¼gride P = (0; 1) noktas¬ için (149:139::::5:3:2)P

noktas¬n¬ hesaplarken

(269927330530; 348260288613) + (269927330530; 348260288613)

toplam¬ tan¬ms¬zd¬r. Yani, 348260288613 say¬s¬n¬n Modül n de tersi yoktur.

Sonuç olarak, n say¬s¬n¬n bir böleni

ebob(348260288613; n) = 430811 dir.


