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8. Eliptik Egri Carpanlara Ayirma Metodu

Eliptik egri carpanlara ayirma metodu (p — 1) algoritmasindaki diigiinceyi kul-
landigindan oncelikle (p — 1) metodunu inceleyelim.

p — 1 Algoritmasi :

Eger p — 1 biiyiik asal bolenlere sahip degilse, bu algoritma verilen bir n tam-
sayisinin p asal bolenini genellikle bulur.

1. Gir B,n ( B iist smr )

2. 1 < a < n—1olacak gekilde rasgele bir a tamsayis1 seg

3.k=23,..,B

a := a¥ (modn)

4. d = ebob(a — 1,n)

5. Eger d = 1 veya n ise git Adim 2, Aksi halde p := d ve Bitir.

Simdi algoritmanin nasil ¢aligtigini anlatalim. Kabul edelim ki p — 1 sayisini
bolen biitiin asal tisler B iist simirindan daha kiiciik olsun. B!, B den kiiciik

sayilarin hepsini boldiigiinden p — 1 | B! dir. Fermat teoreminden
a?~! =1 (mod p)
dir.

a’~1 =1 (modp) ve p— 1| B! = a? =1 (mod p)

a? =1 (modp) = p | ebob(a® — 1,n)
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Sonug olarak, eger ebob(a® — 1,n) # 1 ve n ise ebob(a® — 1,n) = p olur ve n
sayisinin bir asal bolenini bulmus oluruz. p — 1, Z, deki terslenebilen elemanlarin
sayisidir. Eliptik egri ¢arpanlara ayirma metodunda p — 1 in burada tistlendigi
benzer rolii Z, tizerindeki eliptik egrinin eleman sayisi tistlenecek.

n asal olmasim. Boliim 5.5 de [, (¢ = p”, p asal) sonlu cisim tizerindeki eliptik
egriler icin tamimladigimiz toplama kuralini Z,, i¢in de agagidaki gibi tanimlayalim.
Z,, tizerinde tamml y? = 2 + az + b denklemli eliptik egriyi F ile gosterelim.

P = (z1,11) ve Q = (9,y2) eliptik egri iizerindeki herhangi iki nokta olsun:

(1) Eger y; =0 (modn) ise P:=—P ve P+ P:=4

(2) Eger 23 = 1 (modn) ve ys=—y; (modn) ise P+ Q=19

(3) Diger durumlarda, P + Q) = (x3,y3) olsun.

Eger P = @ ise

(8.1) m = (yo — y1) (22 — 1) " (mod n)
Aksi halde;
(8.2.) m = (323 + a)(2y;) " (mod n)

olmak iizere

x3:=(m?—1x, —23) (modn) ve ys = (m(x; — x3) — y1) (modn) dir.
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E eliptik egrisi iizerinde P ve () noktalarimin toplami i¢in asagidaki ii¢ durum
vardir.

1. Durum : Toplam sonsuzdaki noktadir.

2. Durum : (8.1) ve (8.2.) denklemlerinde ebob(xs—x1,n) = 1 veya ebob(y;, n)
1 ise toplama kurali tammhdir ve P + @ := (z3,y3) diir.

3. Durum : (8.1) ve (8.2.) denklemlerinde x5 — x; veya y; Modiil n ye gore
terslenemez ise P + @) toplami tanimsizdir.

3. Durumdan dolay1 E eliptik egrisi bir grup olusturmaz. Bu durumu biraz
daha inceleyelim.

(8.1) denkleminde eger x5 — 21 Modiil n e gore terslenemez ise ebob(zy —x1,n) >
1 dir. Eger ebob(xs — x1,m) # n ise ebob(ry — x1,n), n tamsayisinin 1 ve n den
farkli bir bolenidir.
Aynu gekilde (8.2.) denkleminde y; Modiil n e gore terlenemezse ebob(y;,n) > 1 dir.
Ve ebob(y1,n) # n ise ebob(y,n), n tamsayisimn 1 ve n den farklh bir bolenidir.
Sonug olarak, F eliptik egrisi iizerinde bir P noktasi ve biiyiik bir & tamsayisi igin
kP skaler carpimini hesaplarken 3. Durum gergeklestiginde toplama islemini yapa-
mayiz. Fakat bu durumla karsilastigimizda zaten n sayisinin bir bolenini bulmus
oluruz.

Simdi, Eliptik egri kullanmamizin faydasim gorelim. Kabul edelim ki p asali n
sayismin bir béleni olsun. E,, iizerinde tammlanan y? = 2®+ax +b denklemli egriyi
E ile gosterelim. E eliptik egrisinin degismeli bir grup oldugunu biliyoruz. P € E

noktasmin Modiil p ye indirgenmis halini P noktas ile gosterelim. kP = kP dir.



7

|E| . F eliptik egrisi iizerindeki nokta sayisini gostersin. |E| | k oldugunda kP = 4
dir. kP skaler ¢arpimini hesaplarken ‘E‘ | k durumunda kP = ¢ oldugundan

x9 — x1 = 0 (mod p) olur.
plnvep|ry—1x = ebob(xy —x1,n) > 1

Boylece, ebob(xy — z1,m) sayist n nin bir bolenidir. !E‘ si kiiciik asal bolenlere
sahip olan bir ¢ok eliptik egri oldugundan eliptik egri metodu p — 1 metodundan
daha etkilidir.

Algoritma 8.1. (Eliptik egri carpanlara ayirma algoritmasi)

Bu algoritma verilen bir n sayisinin bir bélenini bulur.

1. T ilk m asaldan olusan bir dizi olsun.

2.a:=1
3. P=(0,1)
4. 1:=1

5. Ei=y?=2%+axr+1

6. Eger i < m ise k := T [i], aksi halde a := a + 1 ve Git adim 3

7. P := kP yi hesapla. Eger hesaplama bagarisiz (toplama tanimsiz) ise Git
adim 8, aksi halde 7 := 7+ 1 ve Git adim 6

8. Eger n sayisinin bir boleni bulunduysa béleni yaz ve Bitir , aksi halde
a:=a+ 1 ve Git adim 3

Ornek 8.1. n = 357564082969 sayisiin Algoritma 8.1 i kullanarak bir

bolenini bulalim. 7T dizisi ilk 100 asaldan olussun. Algoritma 3? = 2% +x + 1 ve
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y2

2

23 + 22 + 1 denklemli eliptik egriler icin n sayisimin asal bolenini bulamaz.
y =

23 + 3z + 1 denklemli egride P = (0,1) noktas: i¢in (149.139....5.3.2) P
noktasini hesaplarken

(269927330530, 348260288613) + (269927330530, 348260288613)

toplami tanimsizdir. Yani, 348260288613 sayisinin Modiil n de tersi yoktur.

Sonug olarak, n sayisiin bir boleni

ebob(348260288613, n) = 430811 dir.



