
48

5. EL·IPT·IK E¼GR·ILER

5.1. Eliptik E¼grilere Giri̧s

Eliptik e¼griler, iki de¼gi̧skenli kübik bir denklemi sa¼glayan noktalar kümesidir.

Bu bölümde eliptik e¼grilerin baz¬ özellikleri incelenecek ve e¼gri üzerindeki nokta-

lar için bir toplama kural¬ tan¬mlanacak öyle ki bu noktalar¬n kümesi bir grup

oluşturacak.

K bir cisim olsun. a; b; c; d; e; x ve y 2 K olmak üzere K cismi için eliptik

e¼grinin genel denklemi

y2 + axy + by = x3 + cx2 + dx+ e dir.

Eliptik e¼grinin genel denklemi a�n dönüşümler kullan¬larak,

e¼ger char(K) = 2 ise

y2 + ay = x3 + bx+ c veya y2 + xy = x3 + ax2 + b ,

e¼ger char(K) = 3 ise

y2 = x3 + ax2 + bx+ c

formundaki denkleme dönüşür.

Ayn¬ şekilde, e¼ger char(K) 6= 2; 3 ise eliptik e¼gri denklemi

(5.1.1.) y2 = x3 + ax+ b

denklemine dönüşür. (5:1:1:) denklemli eliptik e¼griyi E ile gösterelim.
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Esas olarak char(K) 6= 2; 3 olan cisimlerle ilgilenece¼gimizden, eliptik e¼gri den-

klemi olarak (5:1:1:) numaral¬ denklemi kullanaca¼g¬z.

f(x) := x3 + ax + b olsun. r1; r2 ve r3 f(x) = 0 denkleminin kökleri ise f

polinomunun diskriminant¬

�(f) := (r1 � r2)
2(r2 � r3)

2(r1 � r3)
2 dir.

f polinomunun diskriminant¬n¬ katsay¬lar cinsinden �(f) = 4a3+27b2 şeklinde

yazabiliriz. f(x) polinomunun katl¬ kökünün olup olmad¬¼g¬ polinomun diskrim-

inant¬na bak¬larak belirlenebilir. E¼ger �(f) 6= 0 ise f polinomunun katl¬ kökü

yoktur.

y2 = f(x) denklemli bir eliptik e¼grinin diskriminant¬ s¬f¬rdan farkl¬ ise eliptik e¼gri

tekil olmayan (nonsingular) eliptik e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Eliptik e¼gri üzerindeki noktalar¬n bir grup oluşturabilmesi için sonsuzdaki nokta

olarak adland¬r¬lacak bir noktaya daha ihtiyac¬m¬z oldu¼gundan sonsuzdaki nok-

tan¬n tan¬m¬n¬ yapal¬m.

K3�f(0; 0; 0)g kümesi üzerinde aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan ba¼g¬nt¬ bir denklik

ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

8 (X1; Y1; Z1); (X2; Y2; Z2) 2 K
3 � f(0; 0; 0)g için

E¼ger (X1; Y1; Z1) = t(X2; Y2; Z2) olacak şekilde bir t 2 K varsa

(X1; Y1; Z1) � (X2; Y2; Z2) dir.
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Bu denklik ba¼g¬nt¬s¬ndan oluşan denklik s¬n¬�ar¬n¬n kümesine projektif düzlem

denir ve P2(K) ile gösterilir. P2(K) n¬n elemanlar¬na da projektif noktalar denir

ve (X : Y : Z) ile gösterilir.

P2(K) dan herhangi bir (X : Y : Z) noktas¬n¬ alal¬m. E¼ger Z 6= 0 ise x := X=Z

ve y := Y=Z olmak üzere (X : Y : Z) = (x : y : 1) dir. Bu durumda P2(K) n¬n

(x : y : 1) şeklindeki elemanlar¬ K2 nin elemanlar¬yla 1-1 eşlenebilir. P2(K) n¬n

(x : y : 0) şeklindeki noktalar¬na da sonsuzdaki noktalar denir. Böylece

P2(K) = K2 [ f(x : y : 0) j x; y 2 Kg

şeklinde düşünebiliriz.

Şimdi, E eliptik e¼grisinin sonsuzdaki noktalar¬n¬ belirleyelim. f(x; y) kat-

say¬lar¬ K cisminden al¬nan iki de¼gi̧skenli bir polinom olmak üzere a�n düzlemdeki

f(x; y) = 0 e¼grisini, x := X=Z ve y := Y=Z dönüşümleri ve Z nin yeterince büyük

bir üssü ile çarparak P2(K) de bir e¼gri olarak düşünebiliriz. (5:1:1:) denkleminde

x := X=Z ve y := Y=Z dönüşümlerini yap¬p denklemin her iki taraf¬n¬ Z3 ile

çarparsak projektif düzlemde

Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3

denklemini elde ederiz. Di¼ger bir deyi̧sle, P2(K) projektif düzleminde

E� := f(X : Y : Z) j X; Y; Z 2 K ve Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3g dir.

(X : Y : Z) 2 E� olsun. Z = 0 ise X = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, X; Y ve Z nin

her üçü birden s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan Y = 1 dir. Yani, E� daki sonsuzdaki nokta



51

sadece (0 : 1 : 0) d¬r. (0 : 1 : 0) noktas¬n¬ # sembolü ile gösterelim. # noktas¬n¬ y

ekseni üzerinde ve orjinden sonsuz uzakl¬ktaki bir nokta olarak düşünebiliriz.

Tan¬m 5.1.1.

K bir cisim; char(K) 6= 2; 3 ve �(f) 6= 0 olmak üzere,

y2 = x3 + ax+ b ; a ve b 2 K

denklemli E eliptik e¼grisindeki (x; y) 2 K�K noktalar¬ ve sonsuzdaki noktan¬n

oluşturdu¼gu kümeye K cismi üzerindeki eliptik e¼gri denir ve E(K) ile gösterilir.

Şimdi, E(K) bir grup olacak şekilde E(K) üzerinde bir toplama i̧slemi tan¬mla-

yaca¼g¬z. Bu toplama i̧slemini daha iyi anlayabilmek için öncelikle E(R) üzerinde

tan¬mlayal¬m.

5.2. Reel Say¬lar Üzerindeki Eliptik E¼griler

R reel say¬lar olmak üzere Tan¬m 5.1.1.de K = R alal¬m.

Eliptik e¼grideki reel noktalar üzerinde grup kural¬ do¼grular¬n kübik e¼griyle ke-

si̧smesi kullan¬larak tan¬mlan¬r.

P ,Q 2 E(R) olsun. E(R) üzerindeki toplama kural¬ şu şekilde tan¬mlan¬r :

(1) E¼ger P = # ise �P := # ve P+Q := Q olarak tan¬mlan¬r. Yani, sonsuzdaki

noktay¬ grubun etkisiz eleman¬ olarak seçece¼giz.

(2) P;Q 6= # olsun.

(2a) 8P = (x; y) 2 E(R) için �P noktas¬n¬ P ve # noktalar¬ndan geçen

do¼grunun eliptik e¼griyle kesi̧sti¼gi 3. nokta olarak tan¬mlayal¬m (P noktas¬ndan

geçen dikey do¼gru). Yani, �P := (x;�y) dir. �P noktas¬n¬
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y2 = x3 + ax+ b

denkleminde yerine yazarsak (�y)2 = x3 + ax + b ifadesini elde ederiz. y2 =

(�y)2 ve P 2 E(R) oldu¼gundan �P 2 E(R) dir.

(2b) P = (x1; y1) ve Q = (x2; y2) eliptik e¼gri üzerindeki iki farkl¬ nokta olsun.

P ve Q noktalar¬ndan geçen l do¼grusu eliptik e¼griyi üçüncü bir R noktas¬nda keser.

Bu durumda, P +Q := �R olarak tan¬mlan¬r (Şekil 5.1. ).

(2c) P = Q ise l; Eliptik e¼griye P noktas¬ndaki te¼get dogrusu ve R, te¼get

do¼grusu ve eliptik e¼grinin kesi̧stikleri ikinci nokta olmak üzere P + Q := �R

olarak tan¬mlan¬r (Şekil 5.3. ).

Not : �(f) = 0 durumunda eliptik e¼gri üzerindeki baz¬ noktalar için te¼get

do¼grusu tan¬ml¬ olmayaca¼g¬ndan E(R) bir grup oluşturmaz.

E(R) tan¬mlanan toplama kural¬na göre de¼gi̧smeli bir grup oluşturur. Şimdi,

toplama kural¬n¬n cebirsel formülünü elde ederken ayn¬ anda P ve Q noktalar¬ndan

geçen l do¼grusunun eliptik e¼griyi reel say¬ olan üçüncü bir noktada daha kesti¼gini

gösterelim.

P = (x1; y1) ve Q = (x2; y2) eliptik e¼gri üzerindeki iki farkl¬ nokta ve P +Q :=

(x3; y3) ise �(P + Q) = (x3;�y3) dir. �(P + Q) noktas¬ P ve Q noktalar¬ndan

geçen do¼grunun eliptik e¼griyle kesi̧sti¼gi 3. nokta olarak tan¬mlan¬r. Bu iki noktadan

geçen do¼grunun denklemi m = (y2 � y1)=(x2 � x1) olmak üzere

y � y1 = m(x� x1) dir.
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Do¼gru ve eliptik e¼grinin kesi̧stikleri 3. noktay¬ (�(P + Q) noktas¬n¬n koordi-

natlar¬) bulmak için eliptik e¼gri denklemindeki y de¼gi̧skeni yerine do¼gru denklemi

yaz¬l¬rsa,

m2(x� x1)
2 + 2m(x� x1)y1 + y

2
1 = x

3 + ax+ b

x3 �m2x2 + (b1)x+ (c1) = 0

Not : b1 ve c1 a; b;m; x1 ve y1 terimlerini içeren ifadelerdir.

Sonuç olarak, kökleri x1; x2 ve x3 olan kübik bir denklem elde edilir. x2 li

terimin katsay¬s¬ �(x1 + x2 + x3) olaca¼g¬ndan

x1 + x2 + x3 = m
2 yani, x3 = m

2 � x1 � x2 dir.

Do¼gru denkleminden y3 = �(m(x3 � x1) + y1) olarak bulunur. Böylece P +Q

toplam¬n¬n koordinatlar¬ (x3; y3) noktas¬d¬r (Şekil 5.2.1 ).
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Şekil 5.2.1. P 6= Q için P +Q = R toplam¬n¬n geometrik gösterimi

P = Q durumunda eliptik e¼gri üzerindeki 2. kesi̧sme noktas¬n¬ bulmak için

P = (x1; y1) noktas¬nda eliptik e¼griye te¼get do¼grusu çizilir. Te¼get do¼grusunun

e¼gimi türevle de bulunabilir :

2y dy
dx
= 3x2 + a

yani, te¼get do¼grusunun P noktas¬ndaki e¼gimi :

m =
3x2

1
+a

2y1
dir.

y1 6= 0 kabul edilip, te¼get do¼grusu ve eliptik e¼gri ortak çözülürse:

x3 �m2x2 + b1x+ c1 = 0
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denklemi elde edilir. Bu denklem x1 noktas¬nda çift kat köke sahiptir. E¼ger

(x3; y3) noktas¬ eliptik e¼gri ve te¼get do¼grusunun 2. kesi̧sme noktas¬ ise x
2 li terimin

katsay¬s¬ �(2x1 + x3) olmal¬d¬r. Böylece,

2x1 + x3 = �(�m
2) veya x3 = m

2 � 2x1 dir.

y3 = �(m(x3 � x1) + y1) koordinat¬ do¼gru denkleminden bulunabilir.

Sonuç olarak, P + P = 2P = (x3; y3) dür. (Şekil 5.2.2 ).

Şekil 5.2.2. P = Q için P +Q = R toplam¬n¬n geometrik gösterimi

y1 = 0 oldu¼gunda ise te¼get do¼grusu dikey olur. Bu durumda 3. kesi̧sme noktas¬

sonsuzdaki noktad¬r (Şekil 5.2.3.).
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Şekil 5.2.3. P = Q ve y1 = 0 için P +Q = R toplam¬n¬n geometrik gösterimi

Tan¬mlad¬¼g¬m¬z toplama i̧slemini özetlersek :

P = (x1; y1) ve Q = (x2; y2) sonsuzdaki noktadan farkl¬ eliptik e¼gri üzerindeki

herhangi iki nokta olsun:

(1) E¼ger x1 = x2 ve y1 = y2 = 0 ise P +Q := #

(2) E¼ger x1 = x2 ve y1 6= y2 ise P +Q := #

(3) Di¼ger durumlarda, P +Q = (x3; y3) olsun.

E¼ger P = Q ise

m := (y2�y1)
(x2�x1)

aksi halde;
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m :=
(3x21+a)
(2y1)

olmak üzere

x3 := (m
2 � x1 � x2 ) ve y3 := (m(x1 � x3)� y1) dir.


