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3. Elemanter Say¬lar Teorisinden Hat¬rlatmalar

Tan¬m 3.1 a; b 2 Z; a 6= 0; b = ac olacak şekilde 9c 2 Z ise a böler b denir ve

a j b ile gösterilir.

p 2 Z ve p > 1 olsun. E¼ger p tamsay¬s¬n¬n 1 ve p den başka pozitif böleni yoksa

p ye asal say¬ denir.

Tan¬m 1 kullan¬larak aşa¼g¬daki özellikler kolayca gösterilebilir.

8a; b ve c 2 Z için

1. a j b ve b j c =) a j c

2. 8c 2 Z için a j b =) a j bc

3. a j b ve a j c =) 8x; y 2 Z için a j bx+ cy

4. 8p asal¬ için p j ab =) p j a veya p j b

Tan¬m 3.2 a ve b s¬f¬rdan farkl¬ tamsay¬lar olsun. Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan

bir d 2 Z+ varsa bu d tamsay¬s¬na a ve b nin en büyük ortak böleni denir ve

ebob(a; b) ile gösterilir.

1. d j a ve d j b

2. 8c 2 Z için c j a ve c j b =) c j d

Teorem 3.1 (Aritmeti¼gin Temel Teoremi) 8n > 1 tamsay¬s¬ için

n = pn11 p
n2
2 :::p

nr
r � p1 6 p2 6 ::: 6 pr ve ni 2 Z

+

olacak şekilde 1 6 i 6 r için pi asal say¬ olmak üzere 9pi 2 Z : Bu yaz¬l¬̧s s¬ra

fark¬yla tek türlüdür.
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Teorem 3.2 8a; b 2 Z ve b > 0 için

a = qb+ r ve 0 6 r 6 b olacak şekilde 9! q; r 2 Z

a ve b s¬f¬rdan farkl¬ herhangi iki tamsay¬ olsunlar. E¼ger a ve b tamsay¬lar¬ asal

çarpanlar¬na ayr¬labilirse ebob(a; b) kolayca bulunabilir. Fakat, bir tamsay¬n¬n asal

çarpanlar¬n¬ bulmak her zaman kolay olmayabilir. Euclid Bölme Algoritmas¬ asal

çarpanlara ay¬rmaya gerek duymadan iki say¬n¬n en büyük ortak bölenini etkili bir

şekilde bulabilir.

Algoritma 3.1 (Euclid Bölme Algoritmas¬)

Kabul edelim ki a ve b tamsay¬lar¬n¬n her ikisi birden s¬f¬r olmas¬n. Bu algoritma

verilen a ve b tamsay¬lar¬ için d := ebob(a; b) de¼gerini hesaplar.

1. x := a ve y := b

2. E¼ger y = 0 ise d := x ve Bitir.

3. r := xmod y

4. x := y

5. y := r

6. Git Ad¬m 2

Örnek 3.1. a = 1547 ve b = 560 ise ebob(a; b) =?

Çözüm Euclid algoritmas¬n¬ uygularsak

1547 = 2:560 + 427

560 = 1:427 + 133

133 = 4:28 + 21
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28 = 1:21 + 7

21 = 3:7 + 0

oldu¼gundan b = 7; r = 0 d¬r. Yani, ebob(1547; 560) = 7 dir.

Tan¬m 3.3 8n 2 Z+ için Euler � fonksiyonu n say¬s¬ndan küçük ve n ile

aras¬nda asal olan pozitif tamsay¬lar¬n say¬s¬ olarak tan¬mlan¬r. Yani,

�(n) := # fm j 0 < m < n � ebob(m;n) = 1g dir.

Önerme 3.1 E¼ger ebob(m;n) = 1 ise �(mn) = �(m)�(n) dir.

Teorem 3.3 pi ler farkl¬ asallar , ei > 0 ve 1 6 i 6 n olsun.

m :=
n
Q

i=1

peii =) �(m) =
n
Q

i=1

(peii � p
ei�1
i )

Tan¬m 3.4 8a; b ve m 2 Z için e¼ger m j a � b ise a modm de b ye denktir

denir ve a � bmodm olarak gösterilir.

Tan¬mdan ��� nin bir denklink ba¼g¬nt¬s¬ oldu¼gu gösterilebilir. Verilen bir m

tamsay¬s¬ için denklink s¬n¬�ar¬n¬n 0 ve m� 1 aras¬nda yaln¬z ve yaln¬zca bir tem-

silcisi vard¬r. Denklink s¬n¬�ar¬n¬ Zm :=
�

0; 1; ::m� 1
	

ile gösterirsek Zm aşa¼g¬daki

i̧slemlere göre bir de¼gi̧smeli halkad¬r. E¼ger m asal say¬ ise Zm bir cisimdir.

8a; b 2 Zm için

a+ b := a+ b

a:b := a:b

�a := �a

Tan¬m 3.5 E¼ger aa�1 � 1modm ise a�1 modm de a n¬n tersidir denir ve a

modm de terslenebilirdir denir.
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Önerme 3.2 Zm halkas¬nda e¼ger ebob(a;m) = 1 ise a 2 Zm terslenebilirdir.

E¼ger a terslenebilirse 9!b 2 Zm � ab � 1modm

Teorem 3.4 d := ebob(a; c) olsun.

ax � b(mod c) kongrüans¬n¬n çözümü vard¬r () d j b

E¼ger d j b ise kongrüans¬n modm de d tane çözümü vard¬r. x0 kongrüans¬n

bir çözümü olmak üzere

i = 0; 1; :::d� 1 için xi = x0 + (
c
d
)i

ler kongrüans¬n modm de birbirinden farkl¬ çözümleridir.

Herhangi bir a 2 Zm için ebob(a;m) = 1 olsun. Zm halkas¬nda a eleman¬n¬n

tersi Euclid bölme algoritmas¬ kullanarak etkili (h¬zl¬) bir şekilde hesaplanabilir.

Euclid algoritmas¬ kullan¬larak hesaplamalar geriye do¼gru yap¬l¬rsa 1 = au +mv

olacak şekilde ki u ve v tamsay¬lar¬ bulunur. Buldu¼gumuz denklemi modm ye

indirgersek 1 � aumodm kongrüans¬n¬ elde ederiz. Yani, u = a�1modm:

Algoritma 3.2

Bu algoritma Euclid bölme algortimas¬n¬ kullanarak verilen bir a tamsay¬s¬n¬n

Modül m de tersinin olup olmad¬¼g¬n¬ belirler ve varsa a n¬n Modül m de tersini

ekrana yazar.

1. m0 := m

2. a0 := a

3. t0 := 0

4. t := 1
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5. q :=
j

m0

a0

k

6. r := m0 � q � a0

7. E¼ger r > 0 ise

(a) temp := t0 � q � t

(b) E¼ger temp > 0 ise temp := tempmodm

(c) E¼ger temp < 0 ise temp := m� ((�temp)modm)

(d) t0 := t

(e) t := temp

(f) m0 := a0

(g) a0 := r

(h) q :=
j

m0

a0

k

(i) r := m0 � q � a0

(j) Git Ad¬m 7

8. E¼ger a0 6= 1 ise Yaz �a n¬n Modülm de tersi yok�, aksi halde a
�1 := tmodm

ve Yaz a�1

9. Bitir.

Örnek 3.2 a = 23 say¬s¬n¬n Z128 de varsa tersini bulunuz.

Çözüm Euclid algoritmas¬n¬ uygularsak

128 = 5:23 + 13

23 = 1:13 + 10

10 = 3:3 + 1
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3 = 3:1 + 0

ebob(23; 128) = 1dir.Yani, 23 say¬s¬n¬n tersi vard¬r.

Şimdi, 1 = 28:u + 128v olacak şekildeki u ve v tamsay¬lar¬n¬ bulabilmek için

Euclid algoritmas¬nda hesaplamalar¬ geriye do¼gru yaparsak (Algoritma 3.2)

1 = 10� 3:3

= 10� 3(13� 1:10)

= 4:10� 3:13

= 4:(23� 13)� 3:13

= 4:23� 7:(128� 5:23)

= 39:23� 7:128

1 � 39:23mod 128 =) 23�1 = 39

(G; �) sonlu bir grup ve g 2 G olsun. gm = 1 olacak şekilde ki en küçük pozitif

tamsay¬ya g nin mertebesi denir. (Z�p ; �) mertebesi p� 1 olan devirli bir gruptur.

Yani, mertebesi p � 1 olan 9� 2 Z�p : Z
�

p grubunda mertebesi p � 1 olan elemana

primitif eleman denir.

Önerme 3.3 p tek asal say¬ olsun. E¼ger 8q j p� 1 asal¬ için a(p�1)=q �6�1mod p

olacak şekilde bir a tamsay¬s¬ varsa a modül p de primitif köktür.

E¼ger p � 1 in asal çarpanlar¬na ayr¬l¬̧s¬n¬ biliyorsak Önerme 3.3 kullan¬larak

modül p de primitif kök bulan etkili bir algoritma yaz¬labilir.
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Algoritma 3.3

Bu algoritma verilen p > 3 asal¬ için modül p de primitif kök bulur. Modül p

de bulunacak primitif kökü primitif ile gösterelim.

p� 1 := qa11 q
a2
2 :::q

ak
k

1. a := 2 ve i := 1

2. E¼ger i > k ise primitif := a ve Yaz a , aksi halde Git Ad¬m 3

3. E¼ger a(p�1)=qi �6 �1mod p ise i := i+1 ve Git Ad¬m 2, aksi halde i := i+1; a :=

a+ 1 ve Git Ad¬m 3.

4. Bitir.

Teorem 3.5 (Fermat) p asal say¬ olsun.

8a 2 Z için ap � amod p ve e¼ger ebob(a; p) = 1 ise ap�1 � 1mod p dir.

·Ispat Teoremi pozitif tamsay¬lar için ispatlamak yeterlidir. a say¬s¬ üzerinde

tümevar¬m kullan¬larak ispat yap¬labilir.

a = 0 için 0p � 0mod p oldu¼gundan iddia do¼grudur.

a = 1 için 1p � 1mod p oldu¼gundan iddia do¼grudur.

a = n için iddian¬n do¼gru oldu¼gunu kabul edip a = n+1 için de do¼gru oldu¼gunu

gösterelim :

Binom teoreminden

(n+ 1)p = np +
�

p
1

�

np�1 +
�

p
2

�

np�2 + :::+
�

p
p�1

�

n+ 1 dir.
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1 6 k 6 p�1 için
�

p
k

�

= p!
k!(p�k)!

ve paydaki p çarpan¬ sadeleştirelemeyece¼ginden

p j
�

p
k

�

dir. Yani, (n + 1)p � np + 1mod p dir. ·Iddia n için do¼gru oldu¼gundan

np � nmod p dir. Sonuç olarak,

(n+ 1)p � np + 1mod p

� n+ 1mod p

dir. ·Iddia n + 1 için de do¼gru oldu¼gundan tümevar¬mdan ispat tamamlanm¬̧s

olur.

E¼ger ebob(a; p) = 1 ise a�1a � 1mod p dir.

ap � amod p

apa�1 � aa1mod p

ap�1 � 1mod p

olur.

Tan¬m 3.6 Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan
�

r1; r2; :::; r�(m)
	

kümesine modulo

m indirgenmi̧s kalan sistemi denir.

1. 1 6 i 6 �(m) olacak şekilde ki 8i için ebob(ri;m) = 1

2. i 6= j için ri 6= rj modm

3. 8n 2 Z , ebob(n;m) = 1 için n � ri(modm) olacak şekilde 9i � 1 6 i 6

�(m)
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Teorem 3.6 (Euler) E¼ger ebob(a;m) = 1 ise a�(m) � 1mod p dir.

·Ispat : ebob(a;m) = 1 olsun.
�

r1; r2; :::; r�(m)
	

bir indirgenmi̧s kalan sistemi

olsun. ebob(a;m) = 1 ve r1; r2; :::; r�(m) say¬lar¬ modm de terslenebilir oldu¼gundan

ar1; ar2; :::; ar�(m) say¬lar¬ da terslenebilirdir. ebob(a;m) = 1 oldu¼gundan

ari � arj modm =) ri � rj modm dir.

Dolay¬s¬yla, ar1; ar2; :::; ar�(m) say¬lar¬n¬n herhangi ikisi birbirine denk olamaz.

Sonuç olarak,

(ar1)(ar2):::(ar�(m)) � r1r2:::r�(m)modm

a�(m)r1r2:::r�(m) � r1r2:::r�(m)modm

a�(m) � 1modm dir.

Algoritma 3.4 (modm de üs alma)

Bu algoritma k > 0 olmak üzere verilen a; k vem tamsay¬lar¬ için z := akmodm

ifadesini h¬zl¬ bir şekilde hesaplar.

1. sonuc := 1

2. E¼ger k = 0 ise z := sonuc ve Bitir.

3. E¼ger kmod 2 = 1 ise

(a) sonuc := (sonuc:a)modm

(b) k := k � 1

(c) Git Ad¬m 2
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4. E¼ger kmod 2 = 0 ise

(a) a := a2modm

(b) k := k=2

(c) Git Ad¬m 2


