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3. Elemanter Sayilar Teorisinden Hatirlatmalar

Tanim 3.1 a,b € Z, a # 0, b = ac olacak sekilde dc € Z ise a boler b denir ve
a | bile gosterilir.

p € Z vep > 1olsun. Eger p tamsayisinin 1 ve p den bagka pozitif béleni yoksa
p ye asal say1 denir.

Tanmim 1 kullanilarak asagidaki ¢zellikler kolayca gosterilebilir.

Ya,b ve c € Z igin

lL.albveb|c=alc

2.Vee Zigin a|b=albc

3.albvea|c=Vr,ye€ Zicin albx+cy

4. Vp asaligin p|ab=p|aveyap|b

Tanim 3.2 a ve b sifirdan farkli tamsayilar olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan
bir d € Z* varsa bu d tamsayisina a ve b nin en biiyiik ortak béleni denir ve
ebob(a, b) ile gosterilir.

l.dlaved]|b

2.Vee Zigin clavec|b=c|d

Teorem 3.1 (Aritmetigin Temel Teoremi) Vn > 1 tamsayisi i¢in
n=p'py’.pfr 2 pr<pp<..<pven; €27
olacak gekilde 1 < ¢ < r i¢in p; asal say1 olmak {izere dp; € Z . Bu yazilhg sira

farkiyla tek tiirliidiir.
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Teorem 3.2 Va,b € Z ve b > 0 igin

a=qb+1rve0<r<b olacak sekilde 3! ¢q,r € Z

a ve b sifirdan farkli herhangi iki tamsay1 olsunlar. Eger a ve b tamsayilari asal
carpanlarina ayrilabilirse ebob(a, b) kolayca bulunabilir. Fakat, bir tamsayinin asal
carpanlarini bulmak her zaman kolay olmayabilir. Euclid Bolme Algoritmas: asal
carpanlara ayirmaya gerek duymadan iki sayinin en biiyiik ortak bolenini etkili bir
sekilde bulabilir.

Algoritma 3.1 (Euclid Bélme Algoritmasi)

Kabul edelim ki a ve b tamsayilarinin her ikisi birden sifir olmasin. Bu algoritma
verilen a ve b tamsayilar igin d := ebob(a, b) degerini hesaplar.

l.x:=avey:=b

2. Eger y = 0 ise d := x ve Bitir.

3. r:=xmody

4. x =y
5. y:=r
6. Git Adim 2

Ornek 3.1. a = 1547 ve b = 560 ise ebob(a, b) =?

Coziim Euclid algoritmasimi uygularsak

1547 = 2.560 +- 427
560 = 1.427 + 133

133 =428 +21
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28=121+7

21=3.74+0

oldugundan b = 7,7 = 0 dir. Yani, ebob(1547,560) = 7 dir.
Tanim 3.3 Vn € Z" igin Euler ¢ fonksiyonu n sayisindan kiigiik ve n ile

arasinda asal olan pozitif tamsayilarin sayis1 olarak tanimlanir. Yani,
p(n):=#{m| 0<m<n > ebob(m,n) =1} dir.

Onerme 3.1 Eger ebob(m,n) = 1 ise ¢(mn) = ¢(m)o(n) dir.

Teorem 3.3 p; ler farkli asallar , e; > 0 ve 1 <7 < n olsun.

m = 1p; = ¢(m) = [1(" -9 )
i=1 i=

Tanim 3.4 Va,b ve m € Z igin eger m | a — b ise a modm de b ye denktir
denir ve a = bmod m olarak gosterilir.

Tanimdan ‘=" nin bir denklink bagintisi oldugu gosterilebilir. Verilen bir m
tamsayisi igin denklink siniflarinin 0 ve m — 1 arasinda yalniz ve yalnizca bir tem-

silcisi vardir. Denklink siniflarimi 7, := {6, 1,.m— 1} ile gosterirsek Z,,, asagidaki

islemlere gore bir degismeli halkadir. Eger m asal say1 ise Z,, bir cisimdir.

a+b:=a+b
a.b:=a.b
—a:=—a

1

Tamim 3.5 Eger aa™! = 1modm ise a~! modm de a nin tersidir denir ve a

mod m de terslenebilirdir denir.
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Onerme 3.2 Z,, halkasinda eger ebob(a,m) = 1 ise a € Z,, terslenebilirdir.
Eger a terslenebilirse 416 € Z,, 3 ab= 1modm

Teorem 3.4 d := ebob(a, ¢) olsun.
ax = b(mod ¢) kongriiansinin ¢oziimii vardir <= d | b

Eger d | b ise kongriiansin mod m de d tane ¢oziimii vardir. z, kongriiansin

bir ¢oziimii olmak iizere
i=0,1,.d—1icin ; = zo + (§)i

ler kongriiansin mod m de birbirinden farkli ¢oziimleridir.

Herhangi bir a € Z,, icin ebob(a, m) = 1 olsun. Z,, halkasinda a elemaninin
tersi Euclid bolme algoritmasi kullanarak etkili (hizh) bir gekilde hesaplanabilir.
Euclid algoritmasi kullanilarak hesaplamalar geriye dogru yapilirsa 1 = au + mv
olacak gekilde ki v ve v tamsayilar:t bulunur. Buldugumuz denklemi modm ye
indirgersek 1 = aumod m kongriiansini elde ederiz. Yani, v = o~ mod m.

Algoritma 3.2

Bu algoritma Euclid bolme algortimasini kullanarak verilen bir a tamsayisinin
Modiil m de tersinin olup olmadigin belirler ve varsa a nin Modiil m de tersini
ekrana yazar.

1. mg:=m



5. q:= |20

6. 7:=mg—qXag

7. Eger r > 0 ise

(a) temp :==tg —q x t

(b) Eger temp > 0 ise temp := tempmod m

(c) Eger temp < 0 ise temp := m — ((—temp) mod m)

(j) Git Adim 7

8. Eger ag # 1 ise Yaz ”a min Modiil m de tersi yok”, aksi halde a~
ve Yaz a1
9. Bitir.

Ornek 3.2 ¢ = 23 sayisinin 298 de varsa tersini bulunuz.

Coziim Euclid algoritmasini uygularsak

128 =5.23 + 13
23=1.13+10

10=33+1

1

23

= tmodm
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3=31+4+0
ebob(23,128) = 1dir.Yani, 23 sayisiin tersi vardir.
Simdi, 1 = 28.u + 128v olacak sekildeki v ve v tamsayilarini bulabilmek i¢in
Euclid algoritmasinda hesaplamalar1 geriye dogru yaparsak (Algoritma 3.2)
1=10-3.3
=10 — 3(13 — 1.10)
=4.10 - 3.13

—=4.(23-13) —3.13

=4.23 — 7.(128 — 5.23)
=39.23 — 7.128
1 =39.23mod 128 = 237! = 39
(G, *) sonlu bir grup ve g € G olsun. g™ = 1 olacak sekilde ki en kiigiik pozitif
tamsaylya g nin mertebesi denir. (Z7,*) mertebesi p — 1 olan devirli bir gruptur.
Yani, mertebesi p — 1 olan Ja € Z. Z7 grubunda mertebesi p — 1 olan elemana
primitif eleman denir.
Onerme 3.3 p tek asal say1 olsun. Eger Vq | p — 1 asal i¢in a(p_l)/%ﬂ mod p
olacak gekilde bir a tamsayis1 varsa a modiil p de primitif koktiir.
Eger p — 1 in asal carpanlaria ayriligini biliyorsak Onerme 3.3 kullamlarak

modiil p de primitif kok bulan etkili bir algoritma yazilabilir.
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Algoritma 3.3

Bu algoritma verilen p > 3 asali i¢in modiil p de primitif kok bulur. Modiil p
de bulunacak primitif kokii primitif ile gosterelim.

p—1:=q{"g*...q;"

l.a:=2ver:=1

2. Eger i > k ise primitif := a ve Yaz a , aksi halde Git Adim 3

3. Eger a(P~ /e él mod p ise i := i+1 ve Git Adim 2, aksi halde i :=i+1,a :=
a+ 1 ve Git Adim 3.

4. Bitir.

Teorem 3.5 (Fermat) p asal say1 olsun.
Va € Z i¢in a? = amod p ve eger ebob(a,p) = 1 ise a?~* = 1 mod p dir.

Ispat Teoremi porzitif tamsayilar icin ispatlamak yeterlidir. a sayisi iizerinde
tiimevarim kullanilarak ispat yapilabilir.

a = 0 i¢in 0?7 = 0mod p oldugundan iddia dogrudur.

a = 1 i¢in 1” = 1 mod p oldugundan iddia dogrudur.

a = n i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edip a = n+1 i¢in de dogru oldugunu
gosterelim :

Binom teoreminden

(n+ 1P =n+ e+ )2+ + (P Yn+ 1 dir.
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1<k<p-1icgn (Z) = #ik)! ve paydaki p carpani sadelestirelemeyeceginden
p | (Z) dir. Yani, (n + 1) = n? + 1modp dir. Iddia n icin dogru oldugundan
n? = nmod p dir. Sonug olarak,
(n+1)?» =n? 4+ 1 modp
=n+ lmodp
dir. Iddia n + 1 icin de dogru oldugundan tiimevarimdan ispat tamamlanmis
olur.
Eger ebob(a,p) = 1 ise a~'a = 1 mod p dir.
a? = amodp
a’a™' = aa' mod p
a’P~! = 1modp
olur.
Tanim 3.6 Asagidaki ozellikleri saglayan {rl, ro, ..., r¢(m)} kiimesine modulo
m indirgenmig kalan sistemi denir.
1. 1 <i < ¢(m) olacak sekilde ki Vi igin ebob(r;,m) = 1
2. 1 # ji¢in r; # r;modm
3. Vn € Z , ebob(n,m) = 1 igin n = r;(modm) olacak sekilde 3: > 1 < i <

¢(m)



27

Teorem 3.6 (Euler) Eger cbob(a,m) = 1 ise a®™ = 1 mod p dir.
Ispat : ebob(a,m) = 1 olsun. {r1,r2,....,74(m)} bir indirgenmis kalan sistemi
olsun. ebob(a,m) =1 ve 11,73, ..., Tg(m) sayllart mod m de terslenebilir oldugundan

ary, ary, ..., argm) sayilart da terslenebilirdir. ebob(a, m) = 1 oldugundan
ar; = arjmodm == r; = r;modm  dir.

Dolayisiyla, ary, ary, ..., arg,) sayilarimin herhangi ikisi birbirine denk olamaz.

Sonug olarak,

(ar1)(ars)...(argm)) = r1r2...Tgm) mod m
a¢(m)r1r2...r¢(m) = r172...T¢(m) mod m

a®™ = 1modm dir.

Algoritma 3.4 (modm de iis alma)

Bu algoritma & > 0 olmak iizere verilen a, k ve m tamsayilari icin z := a* mod m
ifadesini hizli bir sekilde hesaplar.

1. sonuc:=1

2. Eger k = 0 ise z := sonuc ve Bitir.

3. Eger kmod2 =1 ise

(a) sonuc := (sonuc.a) modm
(b) k:=k—1

(¢) Git Adim 2



4. Eger kmod 2 = 0 ise

(a) a := a?modm

(b) k= k/2

(c) Git Adim 2
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