Sturm-Liouville Problemleri
Onceki boliimde, bir homogen sinir deger probleminin belirgin olmayan ¢oziim-
lere sahip olabilecegi gosterildi. Diferensiyel denklemin katsayilar: ve/veya sinir
kosgullar: bir parametreye bagh iken, asikar olmayan ¢oziimlerin varligini garanti
eden parametrenin degerlerini belirlemek matematik fizigin énde gelen problem-
lerinden biridir. Parametrenin bu 6zel degerleri 6zdegerler adini alirken, kargilik
gelen belirgin olmayan ¢oziimler 6zfonksiyonlar adini alir.

self-adjoint

’

(r@)y) +a@y+rw(@)y=0 (1)
denklemi ve
agy (a) + a1y (@) = 0
boy (b) + by () = 0 (2)

siir kogullarindan olugan (1) — (2) homogen BVP ne Sturm-Liouville problemi
denir; burada A bir parametredir; ¢, w € C(I), p € C*(I) ve her z € [ =
[a,b] i¢in p(z) > 0, w(z) > 0 dir. Bu kogullar saglayan (1) — (2) problemine
bir diizgiin Sturm-Liouville problemi (regular S-L problem) denir. Aksi halde
diizgiin olmayan S-L problemi (singular S-L problem) denir. Bdyle bir problemi
¢ozmek demek, A degerlerini (6zdegerleri) ve kargilik gelen agikar olmayan ¢, (x)
¢oziimlerini (6zfonksiyonlar1) bulmak demektir. Bir diizgiin problemin biitiin
ozdegerlerinin ciimlesine onun spektrumu denir.

Ozdeger ve dzfonksiyonlarin hesabr asagidaki érneklerde aciklanmaktadir.

Ornek 1: ,

y +Ay=0 (3)

y(0)=y(r)=0 (4)

BVP nin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
Coziim: A = 0 ise, (3) iin genel ¢dziimii

y(x) =c1 + cox
dir. Bu ¢6ziim (4) deki smir kogullarini ancak ve ancak
c1=c=0
oldugu zaman saglar. Buradan y (z) =0, (3) — (4) BVP nin tek ¢oziimiidiir. O
halde, A =0, (3) — (4) problemi igin bir 6zdeger olamaz.
A= pu? (u > 0) olsun. Bu durumda (3) iin genel ¢oziimii

y(x) = ¢1 cos (ux) + co sin (px)

dir. (4) sinir kogullar1 uygulanirsa,

y(O) = G =0 3
y ()

cosin (um) =0 .



Buradan, ¢ # 0 ve sin () = 0 alinirsa,
p=n , n=12 ..,

bulunur. Dolayisiyla,
y () = cosin (nx)

yani
¢, (x) =sin(nz) , n=1,2,...,

ozfonksiyonlar: bulunur. Bu durumda problemin 6zdegerleri
A=n?, n=12,..,
dir. Simdi, A = —p? (p > 0) olsun. Bu durumda (3) iin genel ¢oziimii
y(x) = cre ™™ + coel®
dir. (4) siir kogullar1 uygulanirsa,
y(0) = a+e=0,
y(r) = cre M +cef™ =0 (5)

sistemi bulunur. Bu sistemin katsayilar determinanti sifirdan farkli oldugundan,
sadece ¢; = ¢y = 0 agikar ¢ozlimiine sahiptir. Dolayisiyla, y () = 0 ¢bziimiine
varilir. Bu ise bir 6zfonksiyon degildir. O halde, (3) — (4) probleminin negatif
ozdegerleri yoktur.
Ornek 2: Diizgiin ;
y +Ay=0 (6)

y(0)+y (0)=0, y(1)=0 (7)
S-L probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
Tanim 1: {¢, () , n=0,1,2,...,} fonksiyonlar ciimlesi sonsuz ya da
sonlu bir [a, b] araliginda pargali siirekli olsun.

b
(Ons6) = [ 0(@) 00 ()0, (@) ds =0, ¥m£n .
ve
b
/w(x)qﬁi (x)dz #0 , ¥Yn igin |,
ise, bu durumda {¢,, (z) , n=0,1,2,...,} ciimlesine [a,b] araliginda negatif
olmayan w (z) fonksiyonuna gére ortogonaldir denir. Béyle bir w (z) fonksiy-

onuna agirlik fonksiyonu denir. Burada w (x) in [a,b] arahginda en fazla sonlu
sayida sifira sahip olabilecegi ve

b
/w(z)aﬁn(:ﬁ)dm , n=0,1,2,...,



integrallerinin mevcut oldugu kabul edilmektedir. {¢, (z) , n=0,1,2,....}
ortogonal ciimlesine,

/w(:c)gzﬁi(x)dle , Vn igin

ise, [a,b] arahginda w (z) agirlik fonksiyonuna gére ortonormaldir denir.
Uyar1 1: Ortonormal fonksiyonlar ortogonal fonksiyonlarla aym o6zelliklere
sahiptir. Dolayisiyla, ortogonal ciimlenin her bir ¢,, (z) elemani

b 1/2

l6all = /w(m) 82 (z) du

a

seklinde tanimli norma béliinerek, ortonormal ciimle elde edilir.

Ornek 1’e tekrar domersek, (3) — (4) BVP nin ozfonksiyonlar ¢, (z) =
sin (nz) , n=1,2,.., ciimlesi [0, 7] araliginda w (z) = 1 agirhk fonksiyonuna
gore ortogonaldir denir. Ciinkii

b
/sin(nm)sin(mx)dwzo, Ym#mn ,

a

dir. (3) — (4) BVP nin dzdeger ve dzfonksiyonlarma ait zellikler, genel olarak
(1) — (2) diizgiin S-L problemi i¢in de gegerlidir. Simdi, bu 6zellikleri ifade
edelim.
Teorem 1: Diizgiin (1) — (2) S-L probleminin 6zdegerleri basittir; yani, A,
(1) = (2) probleminin bir 6zdegeri ve ¢, (x), ¢4 (x) karsilik gelen dzfonksiyonlar
ise, 0 zaman ¢, (x) ve ¢, () lineer bagimhdir.
Teorem 2: X, , n = 1,2, ..., diizgiin (1) — (2) S-L probleminin 6zdeger-
leri ve ¢, (z), n = 1,2,..., karsihk gelen 6zfonksiyonlar: olsun. Bu durumda
{¢,, () , n=0,1,2,...,} ciimlesi [a,b] araliginda w (z) agirhk fonksiyonuna
gore ortogonaldir.
Sonug 1: A; ve Ay diizgiin (1) — (2) S-L probleminin iki 6zdegeri ve ¢, (x),
@y (x) , sirasiyla, kargilik gelen 6zfonksiyonlar olsun. Bu durumda ancak, A\; =
Ao ise, ¢; (z) ve ¢y (x) lineer bagimhdir.
Teorem 3: Diizgiin (1) — (2) S-L probleminin biitiin 6zdegerleri gergeldir.
Teorem 4: Diizgiin (1) — (2) S-L problemi i¢in sonsuz sayida A, , n =
1,2, ..., ozdeger vardir. Bu dzdegerler
lim A\, =
n—oo

olmak tizere
AL < Ao < ..

seklinde monoton artan bir dizi olusturur. Ayrica, A, 6zdegerine karsilik gelen
¢,, (x) vzfonksiyonu (a,b) acik araliginda tam (n — 1) tane sifira sahiptir.



Simdi singiiler S-L problemleri i¢in agagidaki érnekleri ele alalim. Bu ¢rnek-
lerde, diizgiin problemler icin olan 6zelliklerin bu defa saglanmadiklar: goriile-
cektir.

Ornek 3: Singiiler S-L

y Ay =0 (8)

y(0)=0, [y@)|<M<oo , Voe (0,00 9)
problemi i¢in her bir A € (0,00) sayisi bir dzdegerdir ve kargilik gelen gelen

ozfonksiyon sin (ﬁx) dir. Buradan, diizgiin problemle kargilagtiracak olursak,

diizgiin problem igin spektrum daima ayriktir. Halbu ki singiiler problemler, bu
ornekte oldugu gibi, siirekli sprektruma sahip olabilirler.



