
1.BÖLÜM: FONKS·IYON D·IZ·I VE SER·ILER·I

Bu bölümde aşa¼g¬daki eşitliklerin ne zaman gerçeklenece¼gine cevap verece¼giz.

lim
n!1

bZ
a

fn(x)dx =

bZ
a

lim
n!1

(fn(x)) dx

bZ
a

0@ 1X
k=1

fk(x)

1A dx = 1X
k=1

bZ
a

fk(x)dx

lim
x!c

1X
k=1

fk(x) =
1X
k=1

lim
x!c

(fk(x))

1.1.Fonksiyon Dizileri

Tan¬m 1.1.1: D � R ve f(D) = ff j f : D ! Rg olsun.

s : N! f(D)

ile tan¬ml¬s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir.

Örnek 1: fn : [0; 1]! R olmak üzere. her n 2 N için fn(x) = xn olsun. Bu
tür diziler için iki tür yak¬nsakl¬ktan bahsedece¼giz; noktasal ve düzgün yak¬n-
sakl¬k.

Tan¬m 1.1.2 (Noktasal Yak¬nsakl¬k): (fn), D üzerinde bir fonksiyon
dizisi olsun. E¼ger her bir x 2 D için (fn(x)) dizisi yak¬nsak ise (fn), D üzerinde
noktasal yak¬nsakt¬r denir.

Örnek 1�deki gibi diziyi tekrar ele alal¬m. Noktasal yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬
inceleyelim.

8x 2 [0; 1] için, lim
n!1

fn(x) =

�
0 ; 0 � x < 1
1 ;x = 1

= f(x):

O halde [0; 1] üzerinde fn ! f (noktasal) olur.
Tan¬m 1.1.2�ye dönersek , D � R kümesi ünzerinde,

fn ! f (noktasal)() 8" > 0; her bir x 2 D için 9n0 öyleki 8n > n0
oldu¼gunda jfn(x)� f(x)j < " sa¼glan¬r. Demek ki burada n0 = n0("; x) olur.

Tan¬m 1.1.3 (Düzgün Yak¬nsakl¬k): D � R ve fn : D ! R olsun. D
kümesi üzerinde,
fn ! f (düzgün)() 8" > 0; 9n0 3 8n > n0 ve 8x 2 D için jfn(x)� f(x)j < "
sa¼glan¬r. Demek ki n0 = n0(") sa¼glan¬r.
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Burada n0; sadece "�a ba¼gl¬d¬r. E¼ger D kümesi üzerinde fn ! f (düzgün)
ise fn ! f (noktasal) olur.
Fakat bu önermenin karş¬t¬do¼gru de¼gildir.

Örnek 2: fn :
�
0; 12

�
! R; fn(x) = xn olsun.

(fn) dizisi
�
0; 12

�
aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak m¬d¬r? Gösteriniz.

Çözüm: 0 � x � 1
2 için lim

n!1
xn = 0 d¬r.

8x 2
�
0; 12

�
için lim

n!1
fn(x) = lim

n!1
xn = 0 = f(x)

sa¼glan¬r. O halde
�
0; 12

�
üzerinde fn ! f = 0 (noktasal) d¬r.

·Iddia ediyoruz ki
�
0; 12

�
üzerinde fn ! f = 0 (düzgün) gerçeklenir.

Bunu görmek için 8" > 0, 9n0 = n0(") öyleki 8n > n0 ve 8x 2
�
0; 12

�
için

jfn(x)� f(x)j < " oldu¼gunu göstermeliyiz.

" > 0 verilsin. jfn(x)� f(x)j = jxn � 0j

= jxnj

= xn

� ( 12 )
n = 1

2n

lim
n!1

1
2n = 0 oldu¼gundan her " > 0 için, 9n0 = n0(") öyleki 8n > n0

oldu¼gunda
�� 1
2n � 0

�� < " gerçeklenir.
Gerçekten de, 1

2n < " =)
1
" < 2

n

=) ln 1" < ln 2
n

=) ln 1� ln " < n ln 2

=) � ln �
ln 2 < n

Demekki, 8" > 0 verildi¼ginde n0 = n0(") = � ln "
ln 2 seçersek 8n > n0(") ve

8x 2 [0; 12 ] için jfn(x)� f(x)j = jx
nj

� 1
2n

< "
oldu¼gundan fn ! f (düzgün) gerçeklenir.

Teorem 1.1.4: D � R, fn : D ! R ve f : D ! R olsun.
O halde D üzerinde fn ! f(düzgün) olmas¬için gerek ve yeter şart
lim
n!1

sup
x2D

jfn(x)� f(x)j = 0 olmas¬d¬r.
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Örnek 3: fn :
�
0; 12

�
! R; fn(x) = xn olsun. (fn) fonksiyon dizisi düzgün

yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: 0 � x � 1
2 için lim

n!1
xn = 0 d¬r.

=) lim
n!1

fn(x) = 0 = f(x)

=) fn ! f (noktasal)
O halde bu yak¬nsaman¬n düzgün olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.
(fn(x) = xn artan bir fonksiyondur.)

cn = sup
0�x� 1

2

jfn(x)� f(x)j = sup
0�x� 1

2

xn

= ( 12 )
n = 1

2n ! 0(n!1)

=) lim
n!1

sup
0�x� 1

2

jfn(x)� 0j = 0

=) fn ! f (düzgün) olur.

Örnek 4: fn : [�1; 1] ! R; fn(x) = (x � 1
n )
2 ile tan¬ml¬fonksiyon dizisi

düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: x 2 [�1; 1]; lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

(x� 1
n )
2

= x2 = f(x)
fn ! f (noktasal).
x 2 [�1; 1] olmak üzere; jxj � 1

jfn(x)� f(x)j = j(x� 1
n )
2 � x2j

= j � 2x
n +

1
n2 j

� 2
n jxj+

1
n2

� 2
n +

1
n2

O halde; cn := sup
�1�x�1

jfn(x)� f(x)j � 2
n +

1
n2 ! 0; (n!1 için)

=) lim
n!1

cn = 0 oldu¼gundan Teorem 1.1.4�ten [�1; 1] aral¬¼g¬nda
fn ! f(düzgün)

Sonuç 1.1.5: (fk) dizisi D üzerinde bir f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak
de¼gildir () 9" > 0 ve (fk)�n¬n bir (fnk) alt dizisi ve terimleri D kümesinden
al¬nan bir (xk) dizisi vard¬r öyle ki jfnk(xk)� f(xk)j � " sa¼glan¬r.
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Örnek 5: fn : R ! R; fn(x) = ( xn ) ile tan¬ml¬fonksiyon dizisi R üzerinde
düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: x 2 R verilsin. lim
n!1

( xn ) = 0 = f(x) olup R üzerinde fn ! f

(noktasal) d¬r.
E¼ger " = 1

2 seçersek; nk = k ve xk = k olmak üzere

jfnk(xk)� f(xk)j = jfnk(k)� 0j =
k

k
= 1 >

1

2

dir. Sonuç 1.1.5�ten R üzerinde (fn) dizisi fn 9 f (düzgün)

Teorem 1.1.6: D � R, (fn) fonksiyon dizisi D üzerinde sürekli fonksiyonlar
olsun. E¼ger D üzerinde fn ! f (düzgün) ise f fonksiyonu D üzerinde süreklidir.

Örnek 6: fn : [0; 1]! R, fn(x) = xn ile tan¬ml¬(fn) fonksiyon dizisi [0; 1]
aral¬¼g¬nda sürekli midir?

Çözüm: x 2 [0; 1],

lim
n!1

fn(x) =

�
0 ; 0 � x < 1
1 ; x = 1

= f(x)

[0; 1] aral¬¼g¬nda fn ! f (noktasal).

E¼ger [0; 1] aral¬¼g¬nda fn ! f (düzgün) olsayd¬ Teorem 1.1.6�dan f limit
fonksiyonu bu aral¬kta sürekli olurdu. Fakat f fonksiyonu x = 1 de sürekli
de¼gildir. O halde (fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna [0; 1] üzerinde düzgün
yak¬nsak de¼gildir.

ÖDEV: fn : [0; 1] ! R, fn(x) = x � xn ile tan¬ml¬ (fn) fonksiyon dizisi
[0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak m¬d¬r, neden?

Tan¬m 1.1.7 (Düzgün Cauchy Dizisi): D � R, fn : D ! R verilsin.
E¼ger 8" > 0, 9n0 = n0(") 3 8m;n � n0; 8x 2 D için jfn(x) � fm(x)j < "
gerçekleniyorsa (fn) fonksiyon dizisine D üzerinde bir düzgün Cauchy dizisidir
denir.

Teorem 1.1.8: D � R, fn : D ! R olsun. D üzerinde, (fn) bir düzgün
Cauchy dizisi olmas¬için gerek ve yeter şart D üzerinde fn ! f (düzgün) ol-
mas¬d¬r.

Teorem 1.1.9: (fn) fonksiyon dizisi bir I aral¬¼g¬üzerinde f fonksiyonuna
düzgün yak¬nsak ve her bir fn, I üzerinde sürekli olsun. O halde Fn(x) =
xR
c

fn(t)dt eşitli¼gi ile tan¬mlanan (Fn) dizisi, F (x) =
xR
c

f(t)dt şeklinde tan¬mlanan
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F fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 7: Fn : [0; 1]! R, Fn(x) = ln(1+n3x2)
n2 şeklinde tan¬mlanan fonksiyon

[0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: Teorem 1.1.9�dan, d
dxFn(x) = F

0

n(x) = fn(x)

= 1
n2 :

1
1+n3x2 :2xn

3

= 2nx
1+n3x2

Her bir (fn) nin [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r.

x 2 [0; 1] olmak üzere, lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

2nx
1+n3x2 = 0 = f(x) olup fn ! f =

0 (noktasal).

cn := sup
0�x�1

jfn(x)� f(x)j = sup
0�x�1

2nx
1+n3x2

= max
0�x�1

2nx
1+n3x2

fn(0) = 0; fn(1) =
2n
1+n3 ve

n sabit olmak üzere, d
dxfn(x) =

2n(1�n3x2)
(1+n3x2)2 = f

0

n(x)

f
0

n(x) = 0 =) 1� n3x2 = 0

=) x = n�
3
2 2 [0; 1]

fn(n
� 3
2 ) = 2n:n�(3=2)

1+n3: 1
n3

= 1p
n
bulunur.

O halde; cn = maxf0; 2n
1+n3 ;

1p
n
g = 1p

n
! 0 (n ! 1) olup I = [0; 1] aral¬¼g¬

üzerinde fn ! f = 0 (düzgün).
Teorem 1.1.9�un tüm kriterleri sa¼gland¬¼g¬na göre Fn ! F (düzgün)

F (x) =
xR
c

f(t)dt = 0 =) Fn ! F = 0 (düzgün).
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