Bolim 1

Halkalar ve Althalkalar

Bu boéliimde halka kavrami tanimlanip bazi 6rnekler verilecektir. Halkalarin temel ozellikleri
incelenecektir. Ayrica althalka kavrami da ele alimip bir karakterizasyonu verilecektir. Bu
sayede bir halkanin altkiimelerinin althalka olup olmayacagina karar vermek kolaylasacaktir.

1.1 Halkalar

(l. 2”

Tanim 1.1.1 (R, +) degismeli bir grup ve R tzerinde carpma islemi tamamiy olsun.

Eger
(1) R de - islemi birlesme ozelligine sahip,

(2) R de - islemi + tzerine soldan ve sagdan dagilma ozelligine sahip

ise (R,+, ") tglisine bir halka denir.

Uyar: 1.1.2 Genellikle “(R, +,-)” halkas1 yerine “R halkas1” ifadesi kullanilir. ¢

Tanim 1.1.3 (R, +,.) bir halka olsun.

1. Herxz € Ri¢ine-x = x-e = x olacak bicimde e € R varsa e ye R halkasinin birimi
denir ve R ye bir birimli halka ady verilir.

2. Herx,y € Ri¢cin x -y =1y - x ise R ye bir degismeli halka denir.

Uyar1 1.1.4 R bir halka ve z, y € R olmak iizere x + (—y) eleman z — y ile, x - y elemam
da zy ile gosterilir. Halkanin toplamaya gore birimi 0 ile gosterilir ve bu elemana halkanin
sifir1 denir. Ayrica birimli bir halkada birim eleman tektir. Birimli bir R halkasinin birimi
e yerine 1p ile de gosterilebilir. ¢



2 Boliim 1. Halkalar ve Althalkalar

Tanim 1.1.5 R bir halka olsun. C(R) = {a € R| her b € R i¢in ab = ba} kimesine
halkanin merkezi ad: verilir.

Bir R halkasinin degigmeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart C(R) = R olmasidur.

Ornek 1.1.6 Z tamsayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesi ve
C kompleks sayilar kiimesi bilinen toplama ve garpma iglemlerine gore birer birimli ve
degismeli halkadir. A

Ornek 1.1.7 n € Z* olmak iizere (Zy, +,-) birimli ve degismeli bir halkadur. A

Ornek 1.1.8 n € Z\ {#1} olmak iizere nZ = {nz | € Z} kiimesi tamsayilarm bilinen
toplama ve ¢arpma iglemlerine gore bir halkadir. Bu halka degigmelidir fakat birimli degildir.
A

Ornek 1.1.9 M>5(Z) kiimesi matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir
halkadir. Bu halka birimlidir fakat degismeli degildir. A

Ornek 1.1.10 M, (27) kiimesi matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore bir
halkadir. Bu halka ne birimli ne de degismelidir. A

Tanim 1.1.11 R ve S ki halka olmak tizere R X S kartezyen kiimesi tizerinde toplama
ve carpma islemleri sirasiyla

(r1,81) + (r2, s2) = (r1 + 72, 51 + $2)

(r1,81) - (re, 82) = (rire, S152)

ile tamemlansin. Bu durumda R x S kiimesi bir halka olup bu halkaya R ile S nin direkt
carpimi densir.

Tanim 1.1.12 R birimli bir halka ve 1g # Or olsun. Or # a € R i¢in ab = ba = 1R
olacak sekilde bir b € R varsa b ye a man carpimsal tersi denir.

Uyar: 1.1.13 Birimli bir R halkasinda O # a € R elemanin ¢arpimsal tersi varsa tektir.
a € R nin carpimsal tersi a~! ile gosterilir. ¢
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Uyar: 1.1.14 Birimli bir R halkasinin ¢arpmaya gore tersinir elemanlarimin kiimesi U (R)
ile gosterilsin. Bu durumda

(1) U(R) # 0 dir.

(2) Or ¢ U( ) dir.

(3) Her a,b € U(R) i¢in ab € U(R) dir.

(4) U(R) garpma iglemine gore bir gruptur. ¢
Ornek 1.1.15 Z tamsayilar halkasi i¢in U(Z) = {—1,1} dir. A
Ornek 1.1.16 Zg halkas: icin U(Z1o) = {1, 3,7,9} dir. A

Halkada Islemlerin Baz1 Ozellikleri

Teorem 1.1.17 R bir halka olsun. Her a € R i¢in Op -a =a-0r = 0r dur.
Teorem 1.1.18 R bir halka ve x, y, z € R olmak 1izere
(1) (=2)y = —(2y)
(2) z(-y) = —(2y)
B) (=z)(-y) =y
(4) 2(y —2) = xy —xz
() (x—y)z=2z-yz

ozellikleri saglanar.

Tanim 1.1.19 R bir halka, 2 < k € Z ve a1, az, ..., ax, ax+1 € R olsun.
air+ a2+ ...+ ag+ a1 = (a1+a2+...+ak)+ak+1
ay-ag...ag-agr1 = (ai...ag) - apeq
seklinde ardisik olarak tamimbdar.

Teorem 1.1.20 (Genellestirilmis Birlesme Ozelligi) R bir halka, 2 < n € Z ve

a1, az, ..., ap, € R olsun. Bu durumda 1 < m < n sartiny saglayan her m € Z i¢in
(ar+az+...+ap)+ (amy1+...+an) = ar+ar+...+ap
(a1-ag...am)  (Qmi1 ... ap) = qai-a...a,

dir.
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Teorem 1.1.21 (Genellestirilmis Soldan ve Sagdan Dagilma Ozelligi) R bir halka
2<ne€Zwveb, ai, as,..., a, € R olsun. Bu durumda

(1) b- (a1 +ax+...+ap)=b-a1+...+b-ay,

(2) (a1 +as+...4+ap) b =a1-b+...+an-b
dir.

Tanim 1.1.22 R bir halka ve a € R olsun. Eger a®> = a oluyorsa a elemanina idem-
potent ad: verilir.

Ornek 1.1.23 Z x Z halkasiin idempotent elemanlar1 (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) dir. A

Tanim 1.1.24 R birimli bir halka olmak tzere R nin her elemany idempotent ise R ye
Boole halkasi ady verilir.

Ornek 1.1.25 Zs bir Boole halkasidir fakat Z ve Z x Z Boole halkasi degildir. A

Teorem 1.1.26 Her Boole halkast degismelidir.

1.2 Althalkalar

Tamim 1.2.1 R bir halka ve ) # S C R olsun. Eger S kiimesi R nin islemlerine gore
halka sartlarne saglarsa S ye R nin bir althalkas1 ads verilir.

Uyar: 1.2.2 Degismeli bir halkanin her althalkasi degigmelidir fakat birimli bir halkanin
bir althalkasi birimli olmak zorunda degildir. ¢

Ornek 1.2.3 R bir halka olmak iizere {0} ve R kiimeleri R nin althalkalaridir. A

Ornek 1.2.4 n € Z olmak iizere nZ = {nz | z € Z} kitmesi Z nin bir althalkasidir. Tek
tamsayilar kiimesi toplamaya gore kapali olmadigindan Z nin bir althalkas: degildir. A

Ornek 1.2.5 a, b € Z olsun. a + ib kompleks sayisina Gauss tamsayisi denir. Biitiin
Gauss tamsayilarimin kiimesi Z[i] ile gosterilir ve bu kiime C nin bilinen toplama ve garpma
islemlerine gore bir halkadir. Bu halkaya Gauss tamsayilar halkasi denir. Diger yandan
Q(i) = {a +ib| a, b € Q} kiimesi de C nin bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore bir
halkadir. Bu durumda Z[i] halkas1 Q(¢) nin bir althalkas: olur. A
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Teorem 1.2.6 R bir halka olsun. ) # S C R altkimesinin R nin bir althalkasi olmast igin
gerek ve yeter sart her x, y € S i¢in x —y, xy € S olmasidr.

a 0

Ornek 1.2.7 My(Z) nin bog kiimeden farkh S = {[ 0 b

} ta, be Z} altklimesini goz

. a 0 c 0 -
Ontine alalim. Her[O b]’ [0 d]ESu;m

o] loal=lm e

ool Lo a] =T e

oldugundan S kiimesi M(Z) nin bir althalkasidir. A

ve
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