Pozitif Terimli Seriler ve Yakinsaklik Testleri

o0
Her k£ € N igin a > 0 ise E aj serisine “pozitif terimli bir sert” denir.
k=1

Bir serinin kismi toplamlar dizisi yardimiyla yakinsak veya iraksak oldugunu gostermek her
zaman kolay degildir. Ancak bir serinin yakinsak veya iraksak oldugunu bazi testler yardimiyla

gostermek miimkiindiir. Pozitif terimli serilere uygulanan bu testleri agagida verelim.
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Teorem 5. (Integral Testi) Z aj pozitif terimli bir seri olsun. f negatif olmayan siirekli
k=1
bir fonksiyon olmak iizere, [1,00) araliginda azalan ve k > 1 igin f (k) = a; saglansm. Bu

durumda,

(i) / f () dx integrali yakimsak ise Z ay serisi yakinsaktir.
1 k=1

(ii) / f () dx integrali raksak ise Z ay, serisi wraksaktir.
1 k=1

. =k
Ornek 4. Z Pl serisinin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz.
k=1

Coziim. f(z)= 2$ fonksiyonu [1, 00) arahiginda negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur
x

+1
ve x > 1 i¢in f () azalandir. Ayrica
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= blirgloiln (x2 + 1)
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serisi rak-

oldugundan bu integral iraksaktir. Dolayisiyla, integral testi geregince Z 21
k=1

saktr.
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Teorem 6. Z w serisi p > 1 i¢in yakinsak p < 1 i¢in 1raksaktir.
k=1
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Ornek 5. i3 serisi p = 3 < 1 oldugundan 1raksaktir.
k=1

Teorem 7. (Karsilastirma Testi) Z ay ve Z by, serileri pozitif terimli iki seri olsun. Bu

k=1 k=1
durumda,

oo oo
(i) Her k € N igin a; < by, ve Z by, serisi yakinsak ise Z ay, serisi de yakinsaktar.
k=1 k=1

o0 o
(ii) Her k£ € N igin b < ay, ve Z by, serisi wraksak ise Z ay, serisi de raksaktir.
k=1 k=1
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. 1

Ornek 6. g ] serisinin yakinsakligii inceleyiniz.
k=1

Coziim. k£ > 1 icin

1 1
[E
saglanir. Z 1 serisi Teorem 6’dan yakinsak oldugundan karsilagtirma testinden Z _
k=1 k k=1 kt+k+1
serisi de yakinsaktir.
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Teorem 8. (Limit Testi) Z ay, pozitif terimli bir seri ve khi{.lo kPaj = v olsun. Bu durumda,
k=1

() 0<vy<oovep>1ise Z ay, serisi yakinsaktir.
k=1

(ii)) 0<y<oovep<lise Z ay serisi iraksaktir.
k=1
Ornek 7 i L serisinin yakinsakligini inceleyiniz
DL 2kt 1 Y & e
Coziim. p = 3 alinirsa

3
lim kPa;, = lim K
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elde edilir. p =3 > 1 ve v = 1 oldugundan limit testinden seri yakinsaktir.
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Ornek 8. Z 3 serisinin yakinsakligini inceleyiniz.
k=1



Coziim. p =1 icin

koo F T phsek +3 K

elde edilir. p =1 ve v = 1 oldugundan limit testinden seri iraksaktar.
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Teorem 9. (Oran Testi) Z ay, pozitif terimli bir seri ve klim 41 — 1 olsun. Bu durumda,
—00 ak
k=1

o0
(i) r < 1lise Zak serisi yakinsaktir.

k=1

o0
(i) r > 1 ise Zak serisi 1raksaktir.

k=1
(iii) » = 1 ise oran testi sonug vermez.
. = 2kf)
Ornek 9. o serisinin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz.

k=1
Co6ziim. Oran testinden
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olup seri yakinsaktir.
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Ornek 10. Z m serisinin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz.
k=1

Coziim. Oran testinden

(k +1)!
o agn . (R+2)3 (R
r= i == = i T = i g = e
(k+ 1) 3k

oldugundan seri raksaktir.

Teorem 10. (Kok Testi) Z ay pozitif terimli bir seri ve klim ¥/ay, = r olsun. Bu durumda,
1 — 00

o0
(i) r < 1lise Zak serisi yakinsaktir.
k=1



o
(i) » > 1 ise E ay, serisi iraksaktir.
k=1

(iii) » = 1 ise kok testi sonug vermez.
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Ornek 11. g " serisinin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz.
k=1

Coziim. Kok testinden

1 1
p— 1 k g 1 k _— 1 -_—=
P V= By T gm0t
oldugundan seri yakinsaktir.
Ornek 12. Z 2% serisinin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz.

k=1

Coziim. Kok testinden

r = lim {/a, = lim V2% = lim2* =0 < 1

k—oo k—oo k—oo

oldugundan seri yakinsaktir.
Alterne Seriler

Terimleri ardigik olarak isaret degistiren serilere “alterne seri” denir. Ornegin

- 4 (-n*
;(—1)’“ 2k ve > =

o0
1 k=1
serileri birer alterne seridir.

Teorem 11. (Leibnitz Testi) Her & > 1 i¢in 0 < agy1 < ay ve klim ap = 0 ise Z (—1)’16_1 ay

k=1
alterne serisi yakinsaktir.

(~1)*!

Ornek 13. Z 1 serisinin yakinsakligini inceleyiniz.
k=1

oldugundan

1
1 li = > 1 ici
2k+1a1n1rsak1_{&2k+1 0 dir ve & > 1(;11(12]{;4_3<2k+1

0 < agy1 < ag bulunur. Leibnitz testi geregince verilen seri yakinsaktir.

Coziim. a; =

4
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Ornek 14. Z Bk —2) serisinin yakinsakligini inceleyiniz.
k=1

k+1 1
T2 7& 0 oldugundan seri iraksaktir.

.o .o 1 — 1
Cozim. [im a; = lim > =

Tanim 3. (Mutlak Yakinsaklik) Z |lay| serisi yakinsak ise Z ay, serisi “mutlak yakinsak-

k=1 k=1
tir” denir.

Tanim 4. (Sartli Yakinsaklik) Z ay, serisi yakinsak, fakat Z |ag| serisi wraksak ise Z ay

o ‘ k=1 k=1 k=1
serisi “sartl yakinsaktir” denir.
o0 [e.9]
Teorem 12. E |ax| serisi yakinsak ise E ay serisi de yakinsaktir. Yani, mutlak yakinsak
k=1 k=1

her seri yakinsaktir.
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Ornek 15. Z o

serisinin yakinsakligini inceleyiniz.

1)k 2’%! ©_ ok[!

= Z T serisinin yakinsak oldugu Ornek 9’ dan goriilmekte-
k=1

1)+ 2k gl

dir. Dolaysiyla, Z%

yakinsak oldugundan bu alterne seri yakinsaktir.

alterne serisi mutlak yakinsaktir. Mutlak yakinsak her seri

>k+1

1 serisinin sartli yakinsak oldugunu gosteriniz.

Ornek 16. Z (

2k+1

serisi wraksak bir seridir. Gergekten, limit testinden

Coziim. Z i
=1
k

1 o0
= 1 i¢in hm kPaj = khm il 32 ~ oldugundan Z o

= () = (-
taraftan, Z el alterne serisi Ornek 13’den yakinsaktir. Dolayisiyla, Z ———— serisi

2k+1
sarth yakmsaktlr

serisi raksaktir. Diger



