2.4. Ortogonal Polinomlarin Sifirlar:

Teorem 2.4. [ = [a,b] arahginda w(z) agirhk fonksiyonuna gore ortogonal olan polinomlarin
bir sistemi {¢,(z)},n = 0,1,... olsun. Sistemdeki her ¢,(x) polinomunun (a, b) aralig1 i¢inde

n tane basit reel kokii vardir.

Teorem 2.5. [a,b] arahiginda w(z) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan polinomlarin bir

sistemi {¢,,(z)},n =0,1,... olsun. ¢, (z) ve ¢, (x) polinomlarinin sifirlar1 birbirini ayrir.

Ornek 1. [-1,1] araligimda w(z) = 1 agirhk fonksiyonuna gére ortonormal olan ¢, (z), n =
0,1,2,... polinom ailesinin ilk ii¢ elemanini bulunuz ve bu polinomlarin tiim koklerinin reel

oldugunu ve de (—1, 1) araliginda bulundugunu gosteriniz.

Coziim: i) ¢,(x) = Apolsun.
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ii) ¢,(x) = Az + B; formunda birinci dereceden polinomu segilir ve
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bagintilarindan yararlamlirsa ¢, (z) = \/;:c olarak bulunur.



iii) Ikinci dereceden polinom ¢, (z) = Ayx? + Byx + Cs olsun.
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esitliklerinin kullanmilmasiyla ¢, (z) = 5\/§ (1 — 32?%) olarak bulunur. Simdi bu polinomlarin
koklerini (sifirlarini) inceleyelim.
1
i) ¢o(x) = — sifirma1 dereceden polinom olup koklerinin sayisi sifirdir.  Yani koke sahip

V2
degildir.

ii) ¢,(z) = \/gx =0 = 21 = 0 reel kok olupz; € (—1,1) dir.
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iii) ¢y(x) = 5\/; (1—32?) = 119 = iﬁ €R olup z15 € (—1,1) dir.

2.5. Jacobi Polinomlarinin Sifirlarinin Fiziksel Yorumu

pie? (x) Jacobi polinomlar1 Teorem 2.4 den (—1,1) araliginda n-tane reel koke sahiptir. Ja-
cobi polinomlarimin bu sifirlar1 potansiyel enerji teorisinde uygulamaya sahiptir. Simdi bu

uygulamadan kisaca bahsedelim.

Kabul edelim ki p ve ¢ yiikleri sirasiyla (—1,1) araligimin uglar1 olan +1 ve —1 noktalarina
yiiklenmis iki pozitif yiik olsunlar. n tane birim pozitif yiik de (—1, 1) arahgindaki z, xs, ..., z,

noktalarina dagitilsin.

Bu sistemin denge konumunda olabilmesi igin {z;} ciimlesinin elemanlarimin Jacobi polinom-



lariin sifirlarina karsilik gelmesi gerekmektedir. Fiziksel olarak potansiyel teoriden,
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olmak iizere, In7T ~! sistemin potansiyel enerjisini gosterir. Denge durumunun olusmasi icin

w = InT ~! potansiyel enerji fonksiyonu bir minumuma sahip olmali, yani

7j(lnT—l):o o j=1,2,...,n

saglanmalidir. Buradan gerekli iglemler yapilirsa
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(1-2%) f'(2) + 2(¢ — p) = 2(q+p)a] f (x) + n(n+2q+2p— 1) f(x) =0

denklemine ulagilir. Bu denklemin polinom c¢oziimleri per _1’2q_1)(x)

Jacobi polinomlar: olup
X1, To, ..., T, ler de bu polinomlarin koklerine karsilik gelmektedir. Buradan goriiliir ki, fiziksel

sistemin dengelendigi x4, xs, ..., x,, noktalar: Jacobi polinomlarimin sifirlarina kargilik gelir.



