1.5. Ust Yari1-Diizlem i¢in Poisson Integral Formiilii

Imz >0 ist yari-diizlemi i¢in Dirichlet problemi; iist yari-diizlemde harmonik ve
¢(X,O) = u(x) siir degerlerine sahip olan bir ¢(X, y) fonksiyonu bulmaktir, burada u (X) bir
reel degiskenli ve reel-degerli fonksiyondur.

Teorem 1.5.1. (Poisson Integral Formiilii) u (t) , her t € R igin parcali siirekli ve sinirli, reel-
degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

#(x, y)=% '[(x ut(t)dt (13

fonksiyonu Imz > 0 {ist yari-diizleminde harmoniktir ve U siirekli iken
$(x.0)=u(x)
siir degerine sahiptir.

Ispat. (1.3) denklemini N -deger Dirichlet probleminin sonuglarindan belirlemek kolaydir.
t, <t, <---<t, X-ekseni boyunca yerlestirilmis N tane noktay1 gdstersin. t, <t/ <---<t,,
k=12,...,N igin t,_, <t, <t, olacak bigimde se¢ilmis N +1 tane nokta olsun. Bu durumda
N -deger Dirichlet probleminden

N

pixy)=ult e ot )-ultara (et

k=1

fonksiyonu tist yari-diizlemde harmoniktir ve

£

¢ (X’O) = u(to ) X<t
s(x0)=ulty) . t <x<t,,
p(x0)=ufty) . x>t

siir degerlerini alir.
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Bir kompleks sayinin argiimentinin 6zelliklerini kullanirsak

N
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k
yazabiliriz. Buradan ¢ degeri (agirlik anlaminda)

S ult; e,

1
7T k=0

ile verilir, burada k =0,1,...,N icin A@, agilar1 toplam1 7 dir. Bu, yukarida Sekil 10 da
gosterilmistir.

0=Arg(z—t)=Arctan—— , do= ydt

X—t (x—t)° +y?

degisken degisimi yapilirsa

elde edilir. Bu Riemann toplaminin limiti

_y 7 uf(t)d
20

genellestirilmis integrali olur. Boylece teorem ispatlanmustir.

Ornek 1.5.2. Imz > 0 iist yari-diizleminde harmonik olan bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulunuz dyle

ki
#(x.0)
#(x.0)

sinir degerlerine sahip olsun.

1, —-l<xx<l
0, [x>1

Coziim. Poisson integral formiiliinden

y
I ydt I (x—t)° it

(x=t)" +y’ +[jyj
X—t

u=—>"=du= y2m=j
X—t (x—1)

> = arctanU = arctan y oldugundan

1+u X—t




yp dt 1+ ydt
,y)==|—7—-=—|—"———=—Arctan——
ekt Vs el Yo vl
=lArCtanL—lArctanL
T Xx-1 ~« X+1

elde edilir.
Ornek 1.5.3 Imz > 0 iist yari-diizleminde harmonik olan bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulunuz 6yle
ki
X , —-l<xx«l
¢ (x 0)=o . X>1

sinir degerlerine sahip olsun.

Coziim. Poisson integral formiiliinden

y t —1)dt x| ydt
X —_
p(x.y)= I I ﬂig_w+yz
ylm+ Arctan Y _1Arctani
27r (x+1) +y T Xx-1 rx X+1

elde edilir. ¢(X, y) fonksiyonu iist yari-diizlemde stireklidir. ¢(X,0) fonksiyonu reel eksen
iizerinde X =21 de siireksizlige sahiptir.

Ornek 1.5.4. Imz > 0 iist yari-diizleminde harmonik olan bir ¢ (X, y) fonksiyonu bulunuz 6yle
ki

#(x0)=x , [x<1

$(x,0)=-1, x<-1

$(x.0)=1 , x>1

sinir degerlerine sahip olsun.

Coziim. N-deger Dirichlet problemindeki yontemi kullanarak

V(X, y): 1 —lArc tani—lArC tan y

T XxX+1 =« X—1

fonksiyonunu buluruz. Bu fonksiyon iist yari-diizlemde harmonik ve |X| <1 i¢in Vv (X,O) =0,

x <=1 igin v(x,0)=—1 ve x>1 i¢in v(x,0)=1 sinir degerlerine sahiptir. Bu fonksiyon Ornek
1.5.3 de bulunan fonksiyona eklendiginde

yl (X 1) +y + ArctanL—X—IArCtanL

27 (x+1) +y T Xx—1 T X+1

p(x,y)=1+

buluruz.



Problemler.

1. Poisson integral formiiliinii kullanarak Imz > 0 {ist yari-diizleminde harmonik olan &yle
bir ¢(x,y) fonksiyonu bulunuz ki
?(x,0)=x, —-l<x<l

d(X,y)=0, x| >1

siir kosullar1 saglansin.

2. Poisson integral formiiliinii kullanarak Imz > 0 {ist yari-diizleminde harmonik olan dyle
bir ¢(x,y) fonksiyonu bulunuz ki

#(t,0)=U(t)=0, t<O0

o, 0)=U(t)=t, O<t<l

#(t,0)=U(t)=0, t>1
sinir kosullar1 saglansin.

3. Poisson integral formiiliinii kullanarak Imz > 0 {ist yari-diizleminde harmonik olan dyle bir
#(X,y) fonksiyonu bulunuz ki

#t,0)=U1)=0, t<0

pt,0)=Ul)=t, O0<t<l1

pt,0)=UM) =1, t>1
siir kosullart saglansin.

4. Poisson integral formiiliinii kullanarak Imz > 0 {ist yari-diizleminde harmonik olan dyle bir
@(X,y) fonksiyonu bulunuz ki

Pt,0)=Ut)=1, t<0

pt,0)=Ut) =t, 0<t<l

P(t,0)=U(t)=0, t>1
sinir kosullart saglansin.



