2.4. iki Boyutlu Elektrostatik

Bir iki boyutlu elektrostatik alan, yiiklii tellerin, tabakalarin ve z -diizlemine dik
silindirik iletkenlerin bir sistemi ile iretilir. Teller, tabakalar ve silindirler dyle uzun kabul
edilir ki u¢ noktalardaki etkiler ihmal edilebilir. Bu kabul ile bir E(x,y) elektrik alamm

(X,y) noktasma yerlestirilmis bir birimlik elektrik yiikiine etki eden kuvvet olarak
yorumlanabilir. Elektrostatik calismalarida E (X, y) vektor alaninin konservatif olarak
elektrostatik potansiyel denilen bir ¢ (X, y) fonksiyonundan tiiretilebildigi bilinmekte ve bu,

E(x,y)=—grad ¢ (x.y)=—¢,(x y)-ig,(x.y)
olarak ifade edilebilmektedir.

Eger D bolgesi i¢inde yiikiin olmadigin1 ek olarak kabul edersek, bu durumda
elektrostatik alanlar i¢in Gauss kanunu gerektirir ki D de bulunan herhangi bir kiiciik

dikdortgen etrafinda alinan E (X, y) nin dis normal bileseninin egri integrali 6zdes olarak

sifirdir. ¢(X, y) yerine T(X, y) alinarak kararli durum sicakligi i¢in benzer diisiince
kullanilabilir. Gortliir ki egri integralinin degeri

~|p (X, y)+ 0, (x, y)|Ax Ay

dir ve bu sifirdir, boylece ¢(X, y) nin harmonik oldugu ortaya cikar. w(x, y), ¢(X, y) nin
harmonik eslenigi ise F (2)=¢ (X, y)+iy (X, y) kompleks potansiyeldir.

¢(X, y): K, egrilerine espotansiyel egrileri ve l//(x, y): K, egrilerine de aki
dogrulart ad1 verilir. Eger bir kiiciik test yiikiine E (X, y) alaninin etkisi altinda hareket etme
izni verilirse, bu durumda bu yiik bir aki dogrusu boyunca gezecektir. ¢(X, y) potansiyel

fonksiyonu i¢in simir deger problemleri matematiksel olarak kararli durum 1s1 akisindaki ile
aynidir ve bunlar harmonik fonksiyonu ¢ (X, y) olan Dirichlet probleminin uygulamasidir.

Ornek 2.4.1. iki paralel iletken diizlemi gz dniine alalim Syle ki bunlar z diizlemine dik ve
X=a ile x=Db dogrularindan gegsinler ve sirasiyla U, ve U, potansiyellerde tutulmus
olsunlar. Bu durumda Ornek 1.2.1 den elektrik potansiyeli

$(x,y)=U, +U2 Y, (x—a)

bi¢imindedir.

Ornek 2.4.2. r=a ve r=b sonsuz silindirleri arasindaki bélgedeki, sirasiyla U, ve U,
potansiyellerinde tutulan, ¢ (X, y) elektrik potansiyelini bulunuz.

Coziim. Ornek 0.2.5 de gosterildigi gibi WzlogZ:ln|Z|+iargZ fonksiyonu r=a ve
r=b g¢emberleri arasindaki halka bolgeyi W-diizlemindeki Ina<u<Inb sonsuz seridi
iizerine doniistiiriir. Sonsuz seritteki ¢(u,v) potansiyeli her V icin



®(Ina,v)=U, ve @(nb,v)=U,
siir degerlerine sahiptir. Yukaridaki Ornek 2.4.1 i kullanirsak

Uz _Ul (

u—lna)
Inb-Ina

d(u,v)=U, +

elektrik potansiyelini elde ederiz. U = 1n|Z| oldugundan

UZ_UI

nb_Ina (ln|Z| —In a)

¢(X9 y) = U 1 +
dir. ¢(X, y): sabit espotansiyelleri orijin merkezli esmerkezli ¢emberlerdir ve aki dogrular
orijjinden c¢ikan 1sin pargalarnidir. Eger U, <U, ise, bu durum asagida Sekil 18 de
gosterilmistir.

ina Inb
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Ornek 2.4.3. 7 -diizlemine dik ve x<-1,y=0 ve x>1,y =0 1smlarindan gegen yiiklii iki
yar1 diizlem tarafindan tiretilen ¢ (X, y) elektrik potansiyelini bulunuz. Burada diizlemler sabit

#(x,0)=-300 , x<-1
#(x,0)=300 , x>1

potansiyellerinde tutulmaktadir.

Coziim. Ornek 0.2.4 de gosterildigi gibi W= Arcsinz fonksiyonu x<-1,y=0 ve
Xx>1,y =0 1smlar1 boyunca kesilmis z -dlizleminden —% <u <% diisey seridi lizerine bir

bire-bir konform doniisiimdiir. Simdi serit iizerindeki yeni sinir deger problemi " Vv i¢in



o -Z v|=-300 ve ®Z, v|=300
2 2
sinir degerlerine sahip bir d)(u,v) potansiyeli bulunuz" biciminde olacaktir. Ornek 1.2.1 den

CD(u, V) =-300 +w [u +gj
T T
-(-3)
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dir. z -diizlemindeki ¢6ziim

d(x,y)= 990 e (Arcsin z)
VA

2 2 . 2 2
600, A(x+1) +y ZJ(X 1) +y
T

dir. Espotansiyellerin bir kism1 Sekil 19 da gosterilmistir.
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Ornek 2.4.4. D :|Z| <1 diskinde

¢(X,Y)=80 , z:x+iyeC1={z:e‘9: 0<0<%}

¢(X,Y)=O , Z=X+iyeC, ={z:e“‘):%<9<27r}

sinir kosullarini saglayan ¢(X, y) elektrik potansiyelini bulunuz.



Cozim. w= S(Z):%Zl_l) donilisimii D den Imw >0 {ist yari-diizlemi iizerine bir
Z —_
birebir konform doniisiimdiir 6yle ki C, negatif U-ekseni iizerine ve C, de pozitif U -ekseni

{izerine doniistiiriiliir. Ust yari-diizlemdeki CD(u,V) potansiyeli yeni

®(u,0)=80 , u<0
®(u,0)=0 , u>0

sinir kosullarini saglar ve

(D(u,v):@ Argw:@Arc tan ~ 2.1
T T u

ile verilir. Bir dogrudan hesaplama ile

u+iv=_5(z)= (x=1) +(y=1) —1+i(1—x2_y2)
i (x=1) +y

oldugu goriiliir. (2.1) denkleminden, istenen ¢oziim

80 1-x* -y’
X,y)=—Arct
gx.y) T " (x=1)* +(y-1)* -1

bicimindedir. Ust yari-diizlemdeki CD(u,v)=a diizey egrisi orijinden ¢ikan bir 1sindir ve
birim diskteki ¢(X, y)= a On goriintiisii 1 ve I noktalarindan gegen bir ¢cember yayidir. Bir
kisim diizey egrileri Sekil 20 de gdsterilmistir.

P=60 &= 40 } @=20

¢=0 ®=80
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Problemler.

1. igice yerlestirilmis r =1 ve r =2 silindirleri arasinda 6yle bir ¢(X, y) elektrostatik
potansiyelini bulunuz ki



#(x,y) =100, |z|=1
#(x,y) =200, |z|=2

siir kosullart saglansin.

0<x< % sonsuz seridinde dyle bir ¢(x, y) elektrostatik potansiyelini bulunuz ki

¢(0,y) =100, y>0;

T
¢(an)=03 VyER,

¢(Oa y) = _1009 y< 0
sinir kosullart saglansin. (Yol gosterme W = sinz doniisiimiinii kullaniniz.)

Imz >0 iist yar1 diizleminde Oyle bir ¢(X, y) elektrostatik potansiyelini bulunuz ki
@(X,0)=100, x>1
p(X,0)=10, —-1<x<l
o(x,0)=-100, x<-1

sinir kosullart saglansin.

Imz > 0 {ist yar diizleminin |Z| =1 ¢emberinin diginda kalan kisminda (yani;

Imz>0, |Z| >1) tamimh 6yle bir ¢(X, y) elektrostatik potansiyelini bulunuz ki
#(X,y)=100, |z|=10<argz<r

#(x,0)=0,

sinir kosullart saglansin.

X/ >1

D ={Z:|Z|< 5}m{z:|z—2| > 2} bolgesinin W = 273 doniistimii altinda

{W: 1< |W| < 2} bolgesine doniistiigii bilinmektedir. Buna gore D bolgesinde dyle bir
#(X,y) elektrostatik potansiyelini bulunuz ki

#(x,y) =100, |z|=5

#(x,y) =200, |z-2|=2

siir kosullart saglansin.




