2.5. iki Boyutlu Sivi Akisi

Kabul edelim ki kompleks diizlem iizerinde bir sivi akmaktadir ve zZ=X+1y
noktasinda bu sivinin hizi

V(x.y)=p(x y)+ig(x.y) 2.2)

hiz vektorii ile verilmektedir. Hizin zamandan bagimsiz ve p(X,y) ve q(X,y) bilesenlerinin
stirekli kismi tiirevlere sahip olmasini isteriz. (2.2) denklemindeki vektor alaninin divergensi

divVv (x, y)=p,(x. y)+d,(x, y)

ile verilir ve z = Xx+1y noktasi civarinda uzaklagan hiz alaninin biiyiikliigiiniin 6lgiistidiir. Biz

sadece divergensi sifir olan sivi akiglarin1 géz oniline alacagiz. Bu kosul herhangi bir basit
kapali ¢evre boyunca net akisin 6zdes olarak sifir olmasi bi¢ciminde daha kesin olarak
karakterize edilir.
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Eger Sekil 21 de gosterilen kiigiik dikdortgenin disindaki akis1 gbz Oniine alirsak, bu
durumda disar1 dogru akis orani V (X, y) nin dikdortgenin kenarlarinda elde edilmis olan dis
normal bilesenin egri integraline esittir. Dig normal bilesen alt kenar {izerinde —(q, sag kenar
iizerinde p, st kenar iizerinde q ve sol kenar {lizerinde — p ile verilir. Sonucglanan net akis
integre edilip sifira esitlendiginde

ot axt)- plxtit— Jlaty+ay)-a(t =0

saglanir. Hem p, hem de q siirekli diferensiyellenebilirdir. Boylece ortalama deger teoremini
kullanirsak

(2.3)



elde ederiz, burada X<X, <X+AX ve Yy<Y, <Yy+Ay dir. (2.3) denklemindeki ifadeleri
yukaridaki integralde yerine yazar ve her iki tarafi AxAy ile bdlersek

1 y+Ay 1 X+AX
™ J'px(xl,t)dt+5 J'qy(t,yz)dt:O
y X

buluruz. Bu denklemi ve integraller i¢in ortalama deger teoremini kullanirsak
px(xl’ y1)+qy(X2a y2)=0

elde ederiz, burada y<y, <Yy+Ay ve X<X, <X+AXx dir. Bu denklemde AX—0 ve
Ay — 0 almirsa

p(xy)+a,(x,y)=0

olur ki buna siireklilik denklemi denir. V (X, y) =p (X, y)+ iq (X, y) vektor alaninin curl i

| curlV (x, y)| =q,(x,y)- py(X’ y)

biiyiikliigiine sahiptir ve bir nokta civarinda vektor alaninin nasil dondiigiiniin bir
gostergesidir. (X, y) noktasinda bir "s1v1 elementi" nin aniden dondugunu ve daha sonra yavas
yavasg sivilagtigini diisiinelim. Sivi elementi

1 1 1
qu(X, Y)—E p.(x, y)—§| curlV (x, y)

ile verilen bir agisal hiz ile donecektir.

Biz sadece curl i sifir olan sivi akiglar ile ilgilenecegiz. Bu tiir sivi akislarina
irrotasyonel sivi akisi denir. Bu kosul herhangi bir basit kapali ¢evre boyunca V (X, y) nin

tegetsel bileseninin egri integralinin 6zdes olarak sifir olmasi bigiminde daha kesin olarak
karakterize edilir. Eger yukaridaki Sekil 23 deki dikdortgeni goz oniine alirsak tegetsel bilesen
alt kenar lizerinde p, sag kenar lizerinde q, ilist kenar {lizerinde — p ve sol kenar iizerinde

—( 1ile verilir. Sonuglanan sirkiilasyon integrali hesaplanip sifira esitlendiginde

y+Ay X+AX

j[q (x+Ax,t)—q(x t)jdt + j[p (t,y+Ay)-p(t, y)dt=0

saglanir. Onceki gibi, ortalama deger teoremini uygular ve her iki tarafi AXAy ile bdlersek

1 y+Ay X+AX

A_y Jy‘qx(xpt)dt‘i'a J py(tv yz)dt =0

X



denklemini buluruz. q,(x,,y,)- p,(X,,y,)=0 esitligini elde etmek igin bu tiirden denklemli
integraller i¢in ortalama degeri kullanabiliriz. AX—0 ve Ay —>0 alindiginda
ad, (X, y)— P, (X, y) =0 saglanir. p, (X, y)+ d, (X, y) =0 oldugu da gbéz Oniine alinirsa
f (Z): p(X, y)—iq (X, y) fonksiyonunun Cauchy-Riemann denklemlerini sagladigi ve bir
analitik fonksiyon oldugu goriiliir. Eger f(z) nin antitiirevini F (Z) ile gosterirsek, bu

durumda

F(z)=g(xy)+iw(xy)

olur ki bu, akisin kompleks potansiyelidir ve

F'(z)=¢,(xy)-iw,(xy)=p(x y)+ig(x y)=V (xy)

ozelligine sahiptir. ¢, = p ve ¢, =( oldugundan

gradg (x,y)= p(x, y)+iqa(x,y)=V (x,y)

dir, bdylece ¢(X, y) akis icin hiz potansiyelidir ve ¢(X, y): K, egrilerine espotansiyeller
denir. y (X, y) fonksiyonuna akint1 fonksiyonu denir. y (X, y) = K, egrilerine akint1 dogrular1
denir ve sivi partikiillerinin egrilerini tanimlar. Bu sonucu agiklamak igin, w (X, y)=K nm
dy -y, (xy)
d oy, (xy)
v, = ¢, oldugunu da goz Oniine alirsak egriye teget olan vektori

tirevini aliriz ve bir teget vektoriin egiminin ile verildigini buluruz.

T=¢.(%y)-iw, (x,y)=p(xy)+ig(x,y)=V(x,y)

olarak buluruz. Bu incelemelerde dikkati ¢eken fikir "Eger F(z)=¢(X,y)+iy (X, y) bir
analitik fonksiyon ise, bu durumda {y(x,y)=K,} egrilerinin ailesi bir sivi akiginin akinti
dogrularini gosterir" dir.

Bir ideal s1v1 akisi i¢in sinir kosulu V' nin siviy1 igeren sinir egrisine paralel olmasidir
(s1v1 kabin duvarlarina paralel olarak akar). Baska bir deyisle, eger F (Z) =¢ (X, y)+ 17 (X, y)
denklemi akis icin kompleks potansiyel ise bu durumda smir egrisi bir K sabiti i¢in
74 (X, y) = K ile verilmelidir. Yani, sinir egrisi bir akint1 dogrusu olmalidir.

Teorem 2.5.1. (Akisin degismezligi) F, (W)=¢(u,v)+iy(u,v) w-dizlemindeki bir G
bolgesinde bir s1v1 akisi i¢in kompleks potansiyeli gostersin, burada hiz

!

Vi(u.v)=F, (w)

dir. Eger w=3S (Z) =u (X, y)+ \Y (X, y) fonksiyonu z -diizlemindeki bir D bolgesinden G
lizerine bir birebir konform doniisiim ise bu durumda

F,(2)=F,(S (2))= @[u (x, yLv (% y)]+i¥[u(x, y)v(x, y)



bileske fonksiyonu D deki bir s1v1 akisi i¢in kompleks potansiyeldir, burada hiz

!

Vo(u.v)=F, (2)

dir. Bu durum Sekil 22 de gosterilmektedir.

g

Viu,v)=K

> X - u
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Ispat. F, (W) nin analitik oldugu aciktir. Analitik fonksiyonlarin bileskesi de analitik
oldugundan, F, (Z) D deki bir s1v1 akisi i¢in istenen kompleks potansiyeldir.

¢ (%, y)=®u(x,y)v(xy)] ve w(x,y)=Pu(x,y)v(x,y)] fonksiyonlart D deki akis igin
sirasiyla, yeni hiz potansiyeli ve akint1 fonksiyonudur.

z -diizlemindeki bir l//(x, y): K akinti dogrusu veya dogal siir egrisi W:S(Z)
doniistimii ile w-diizleminde bir ¥ (u,v)z K akint1 dogrusu veya dogal sinir egrisi lizerine

dontstiiriiliir. z -diizlemindeki bir D bolgesi igindeki bir akisi bulmak i¢in bir yontem D w-
diizlemindeki akis1 bilinen bir G bolgesi iizerine konform olarak doniistiirmektedir.

Bir diizgiin p yogunluklu ideal sivi igin p(x, y) sivi basinci ve |V (X, yl hiz1

Bernoulli denkleminin agagidaki 6zel durumu ile ilgilidir.

p(x,y)

+%|V (x, y) = sabit

Hiz en diisiik oldugunda basincin en biiyilik olduguna dikkat edilmelidir.

Ornek 2.52. F(z)=(a+ib)z kompleks potansiyeli sirasiyla ¢ (x,y)=ax—by ve
7% (X, y) =bx+ay hiz potansiyeli ve akinti fonksiyonuna sahiptir ve kompleks diizlemin
tamaminda bir

V(x,y)=F'(z)=a-ib



diizgiin paralel hiza sahiptir. Akinti dogrular1 bx +ay = sabit denklemi ile verilen paralel

dogrulardir ve Sekil 23 de gosterildigi gibi bir a = —Arc tan (Ej acist ile egimlidir.
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Ornek 2.5.3. A bir pozitif reel say1 olmak lizere F (Z) = > z- kompleks potansiyelini goz

oniine alalim. Hiz potansiyeli ve akint1 fonksiyonu sirastyla
A 2 2
pixy)=T0-y?)  ve  ploy)=Axy

ile verilir. w(x, y)=sabit akinti dogrular1 koordinat eksenleri boyunca asimptotlu bir

hiperboller ailesi olusturur. V = Az hiz vektérii Imz >0 iist yari-diizleminde sivi akinti
dogrular1 boyunca asagi dogru akar ve Sekil 24 de gosterilen bicimde X ekseni boyunca disari
dogru bir duvar karsisindaymis gibi yayilir.

Sekil 24

Ornek 2.5.4. Kompleks diizlemde soldan saga dogru |Z| =1 birim ¢emberi etrafinda bir ideal

stv1 akist i¢in kompleks potansiyeli bulunuz.

Coziim. w=3S (Z) =7 +l konform doniistimiiniin D = {Z :|Z| < 1} bolgesini —2<u<2,v=0
z

dogru pargasi boyunca kesilmis W-diizlemi iizerine birebir ve iizerine olarak doniistiirmesi
gercegini kullaniriz. w-diizleminde bu kesite paralel bir diizglin yatay akis i¢in kompleks



potansiyel F, (W) = Aw dir, burada A bir pozitif reel sayidir. w-diizlemindeki akis i¢in akinti
fonksiyonu ¥(u,v)= Av dir 6yle ki ¥(u,v)=0 akint: dogrusu boyunca kesit vardr.

F,(z)=F,(S(z)) bileske fonksiyonu D bélgesindeki sivi akisini belirler, burada
kompleks potansiyel A>0 olmak lizere F, (Z): A(Z +lj dir. F, (Z) yi ifade etmek icin
Z

kutupsal koordinatlar1 kullanabiliriz.

r r

F,(2)=F, (re“g): A(r +lj cos @ + iA(r —l) sin €

dir. l//(r, 9) = A(r —lj sin @ =0 akint1 dogrusu X ekseni boyunca
r

r-1, =0 ve r>1,0=nxn

1sinlarindan ve r——=0 egrisinden, ki bu r =1 birim ¢emberidir, olusur. Boylece birim
r
cember s1v1 akisi i¢in bir siir egrisi olarak géz oniine alinabilir.

F, (Z) = A(Z +é} ~ Az yaklasimi z nin bliylik degerleri i¢in gecerlidir. Bdylece bu

akis ile orijinden uzak noktalarda |V| = A hizina sahip bir diizgiin yatay akis1 yaklastirabiliriz.

w(x,y)=sabit akinti dogrulari ve bunlarm w=S(z)=z +l doniistimii  altinda
z

‘P(u,v) = sabitu gorintiileri Sekil 25 de gosterilmistir.
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