3.1 The Fourier Transform

Bu kesimde reel degiskenli ve reel degerli bir U(t) fonksiyonunun Fourier doniistimiinii
inceleyecegiz. Eger U(t) reel degerli, 2z periyotlu, parcali siirekli bir fonksiyon ve U'(t) de

mevcut ve parcali siirekli ise bu durumda U (t) nin U (t) = i c,e™ kompleks Fourier seri
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agilimina sahip oldugu bilinmektedir, burada her n igin {c,} katsayilar1 kompleks sayilardir
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ve ¢, =§_I”U(t)e dt dir.

Eger U(t) ve U'(t) 2L periyotlu, pargal siirekli fonksiyonlar ise bu durumda U (t)

u()= i c,e”™" Fourier seri gdsterimine sahiptir, burada her n i¢in {c,} katsayilar1 kompleks

n=-—ow

L
sayilardir ve c, =i J' Ut)e*"'dt dir.
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Periyodik olmayan bir U(t) fonksiyonu i¢in bir Fourier serisine benzer gosterim -L <t <L ig¢in
U(t) nin Fourier serisi elde edildikten sonra L — o iken limit alinarak bulunur. Bu sonug

U(t) nin Fourier doniisiimii olarak bilinir. U (t) periyodik olmayan bir fonksiyon olsun. 2L
periyotlu U (t) fonksiyonunu goz 6niine alalim dyle ki

U), -L<t<L . . - ..
U= ® <'=% 5lsun. Bu durumda U, (t) fonksiyonunun Fourier seri gdsterimi
U, (t+2L),Vt
U= i c,e™™" bigimindedir. w, = ”—Ln sayisina frekans (siklik) adi verilir.
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Theorem 3.1.1. (Fourier Doniisiimii). Let U(t) ve U'(t) parcali siirekli fonksiyonlar ve bir
pozitif M sabiti igin .[|U (jdt <M olsun. U(t) nin F(w) Fourier doniisiimii
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F(w) =;Lua}e dt

olarak tanimlanir. Siireklilik noktalarinda U (t) = j F(w)e'dw integral gosterimine sahiptir ve
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eger t=a da U slireksiz ise bu durumda integral sayisina yakinsar. U yu F ye

doniistiiren bu donilisim F(U (t)) = F(w) ile gosterilir.

. . 1 1 T
Ispat. w, :”—Ln olmak tlizere Aw, =w_, —w, :% ve - :2—Awn diyelim. Bu durumda
T
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U.ty=> ce™ = Z{i J‘ U (t)e””"‘dt} et = Z[i J‘ U (t)e””"tdt} e™'Aw, olur. Eger F_(w)
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L
fonksiyonunu F (w) = ZL J' U(t)e™'dt ile tanimlarsak bu durumda
T

U= Fwe™aw, (¥

yazabiliriz. Simdi L bliytidiikce F (w,) F (w) ye yaklasir ve Aw, sifira gider. Bu durumda (*)

denkleminin sag tarafin bir integral olarak bakabiliriz ve boylece U (t) = j F(w)e™'dw integral
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gosterimini elde ederiz.



Fourier doniisiimiiniin baz1 6nemli 6zellikleri:

1. F(@U,(t)+bU,t)=aFU, 1) +bFU,t) (lineerlik dzelligi).

2. FU())=F(w) ise bu durumda F(F(t)) :%U(—w) (simetri 0zelligi).
m

3. FU@t-t))=e""F(w) ve Fe""U(t)=FW-Ww,).
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d’ FW) _ F((=it)y'U®).

dw

Ornek 3.1.2. Fe)= ;2 oldugunu gosteriniz.
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Coziim. F(w)= % T U(t)e"'dt denkleminden
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elde edilir.
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Ornek 3.1.3. F[ ]_ %e"w‘ oldugunu gosteriniz.

Coziim. Yukaridaki 6rnekten ve simetri 6zelliginden

r(1+t3)] 2n 2 +t2) 2
elde edilir.

IL yol. U(t) =

! ] _ Lot~ LM buluruz. Lineerlik ézelliginden # [IL] _ Lo

1 1

T CENE! fonksiyonu t=4i kutup noktalar1 disinda analitiktir. Fourier
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fontligiimiinii bulmak i¢in rezidii teorisini kullanacagiz: F(w)= ZL p.V. J' f o
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Eger w<0 ise iist yar1 diizlemde i noktasini i¢ine alan yarim ¢ember ve reel eksen
iizerindeki ¢apindan olusan ¢evre tizerinde integralin degeri

dt.
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Fw) =~ 2ziRes| & i [=i® =& dir.
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Benzer sekilde, eger w>0 ise alt yar1 diizlemde -i noktasini i¢ine alan yarim ¢ember ve reel
eksen iizerindeki ¢apindan olusan gevre lizerinde integralin degeri

1 . et e e
F(W) = —(-27i)Res| —;—i | =—-i—=-— bulunur.
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Bu durumda 7

1 _|= Lo elde ederiz.
1+t 2

Problemler.
L |t <1 : . e
1. U= 0 t| . fonksiyonu i¢in #(U(t)) Fourier doniisiimiinii bulunuz.
[t >
2. U= sint, | < fonksiyonu igin F(U(t))—ism—7TW oldugunu gosteriniz
‘ 0, > Y (1 w) '
=[], [t <1 : . P,
3. U= o [f>1 fonksiyonu i¢in #(U(t)) Fourier doniisiimiinii bulunuz.
4. F(e*‘z/z) =——e"" oldugunu gosteriniz. | e dt =27 oldugunu goz 6niine aliniz.
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