3.3 z-Doniisiimii

Bilindigi gibi, fonksiyonlarin ¢esitli ailelerine doniistimlerin uygulanmasi ¢ogu kez
belirli hesaplama avantajlar1 getirmektedir. Bir aralik iizerinde siirekli veya periyodik olan
fonksiyonlar i¢in Fourier serilerini kullaniriz; eger aralik yari-sonsuz ise Laplace doniistimiinii
kullaniriz; aralik tiim reel sayilar oldugunda Fourier doniisiimii kullanilir.

Pratikte diskret verilere sahip fonksiyonlarla sik¢a karsilasilir. Sayilarin bir diskret
dizisi a(n) ile gosterelim; n nin tamsay1 oldugunu ve a(n) lerin kompleks say1 olabilecegini
kabul ederiz. Ornegin f(x) = 27N fonksiyonunun X =n tamsayilarindaki bazi degerleri:

a(0) =1 olmak tizere ...,L,l,l,l,l,l,l,l,L,... bigimindedir. f(X)=coszX in baz
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degerleri a(0) =1 olmak tizere ...,—1,1,—1,1,—1,1,—1,1,... bigcimindedir.

a(n) dizisinin z — doniisiimii
AZ)= > a(mz " =..+a(-2)2’ +a(-Dz+a0)+al)z" +a@2)z” +...

serisinin yakinsak oldugu tiim noktalardaki toplami olarak tanimlanir.

Ornek 3.3.1. a(n) =2 dizisi i¢in z — déniisiimii:
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bigimindedir. Ik seri |Z| <2 i¢in % ye yakinsar. ikinci seri
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1 = Lz = =27 _ ! e yakinsar. Boylece 1 < |Z| < 2 yakinsaklik
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halkasinda a(n)=2" dizisinin z — doniisiimii
A(2) = ! + ! = 32 analitik fonksiyonudur. Agik olarak z —doniistimii
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A(2) nin bu halkadaki Laurent serisidir.
Ornek 3.3.2. a(n) = (-1)" dizisnin z— doniisiimii
0 0 o ¢ 1\n
A(z) = Z (-D"z" = Z (-D"z"+ Z# bigimindedir; Birinci seri |Z| <1 de yakinsaktir.
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Ikincisi ise sadece |Z| >1 de yakinsaktir. Bu bolgeler ayrik oldugundan z — doniistimii hi¢bir

yerde yakinsak degildir.



Yakinsaklik teorisinden bilinir ki Laurent serisinin pozitif indisli kismi |Z| > limsup 1n/|a(n)|

icin ve negatif indisli kisim da |Z| < icin yakinsaktir. Boylece z — donlistimi
limsup Q/ |a(—n)|

limsup ,n/|a(n)| < |z| < limeup : |a(_n)| halkasinda bulunan noktalarda iyi tanimlidir.

Bir analitik fonksiyon birden fazla dizinin z — doniisiimii olabilir, ¢linkii onun Laurent seri
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gdsterimi (yakinsaklik bdlgesine bagli olarak) bir tek degildir. Ornegin m
Z—1)(z—-

fonksiyonu asagidaki dizilerin herbirinin z — doniistimiidiir:
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1<|Z|<2 icin a(n) = ’
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z|>2 i¢in a(n)=
¢ 2" -1, n>1
Problemler.
,n=0 . . . . y o
1. a(n)= 0 0 dizisinin z —doniisiimiiniin A(z) =1 oldugunu gosteriniz.
, N>

2. a(n)=1 dizisinin z—doniigiimiiniin A(z) = il oldugunu gosteriniz.
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3. a(n)=n dizisinin z—doniislimiiniin A(z) = % oldugunu gdsteriniz.

4. a(n)=¢a" dizisinin z—donlisiimiinin A(z) =

oldugunu gosteriniz.



