KONU 2: DOGRUSAL PROGRAMLAMA

Genel halde bir dogrusal programlama problemi (d.p.p.) modeli matris gosterimi ile

min/max f(X)=cX
AX{<,>,=|b (2.1)
X>0

olarak tanimlanir. Burada, c=[c1 cz...cn] fiyat vektord, A=[a,.j]m . teknoloji matrisi (katsayi

matrisi) ve b=[b, b, ...b, |, sag yan vektsriidiir. Bir d.p.p. agik olarak

min/max f(X)= Z X (i)
Z a; X, A<, 2, =}b, , i=12,..m (if) (2.2)
X, >0 . j=1,2,.,n (i)

bicimindedir. Burada, X, j=12,.,n karar degiskenleri,

o (ii) kisitlarini saghyor ise, ¢6ziim
o (ii) ve (iii) kisitlarini birlikte sagliyor ise, uygun ¢6ziim
o (i), (ii) ve (iii) kisitlarini ayni anda sagliyor ise, en iyi (optimal) ¢6ziim

adini alir. Amag, en iyi ¢c6zimi elde etmektir.

Bir d.p.p.’ ni olusturmak icin temel varsayimlar,
e Oransallik (Degiskenin/degiskenlerin orantil katkisi olmali)
e Toplamsallik (Degiskenler toplanabilmeli)
e Bollinebilirlik (Negatif olmama kosulu)

e Belirlilik (Sayisal parametreler biliniyor olmal)

dir.

Bir d.p.p. nin yasal bicimleri

max f(X)=cX min f(X)=cX
AX<b ve AX>b
X=0 X>0



olup, d.p.p.” nin standart bicimi

min/max f(X)=cX
AX=b
X=0

olarak tanimhdir.

D.p.p.” nin ¢éziminde kullanilan model dizeni “Primal Model” dizenidir. Ayni modelin
degisik diizende olusturulmasi ile “Dual (ikilik) Model” elde edilir. Primal model ile dual
modelde degisken ve kisit sayilarinin farkl olmasi, birinin digerinden daha kolay ¢oziilebilir
olmasina yol agar. Primal ve dual modelde degisken sayisi grafiksel yontem ile ¢6zime
elvermeyecek kadar ¢ok olur ise, iki model arasinda kisit sayisi az olan ve daha az yapay
degisken kullaniimasi gereken model tercih edilir. Primal ve dual modellerin ¢éziimiinde her
iki modelin amag fonksiyonlarinin en iyi ¢ézimiindeki degerleri birbirine esit olur. Eger,
problemlerden herhangi biri sonsuz ¢6ziime sahip ise, digeri i¢in uygun ¢6zim bulunamaz.

Primal-Dual modelin yasal bicimde gosterimi asagidaki gibidir:

P: max Z=cX D: min Z=b'V
AX<b = A'V>c
X=>0 V>0
P: min Z=cX D: max Z=b'V
AX>b = AV
X>0 V>0
Ornek 2.1:

Kahve (iretimi yapan bir sirket ayni zamanda cezve ve fincan iiretmektedir. Uretilen cezveler
ve fincanlar boyama kisminda islem gormekte ve ayrica fincanlar kaplanmaktadir. Bir cezve
yapimi i¢in 1 saat boyama ve 1 kg parlaticiya gereksinim vardir. Bir fincan Gretimi icin ise, 1.5
saat boyama, 0.5 saat sogutma ve 1 kg parlatici kullaniimaktadir. Sirketin aylik elverisli
kaynaklari 750 saat boyama zamani, 200 saat sogutma kapasitesi ve 600 kg parlaticidir. Bir
cezve satisindan sirketin kari 3 TL ve bir fincan saglanan kar ise, 4 TL’ dir. Yonetici karini en
blyikleyecek bicimde aylik liretecegi cezve ve fincan sayisini belirlemek istemektedir. Buna
gore,

a.Tanimlanan problemin d.p.p. biciminde matematiksel modelini olusturunuz.



b.Problemin en iyi ¢cozimini grafiksel yontem ile elde ediniz.

c. Simpleks tablodan yararlanarak problem igin optimal ¢6ziim degerini belirleyiniz.

d.Olusturdugunuz primal modelin dualini aliniz

e.Dual modelin en iyi ¢6zim degerini simpleks tablo ile elde ediniz. Dual degiskenlerin
sizce ekonomik yorumu ne olur?

f. Primal modelin en iyi ¢6zim degeri ile dual modelin en iyi ¢6zim degeri arasindaki
iliskiyi agiklayiniz.

g. Primal modeldeki ikinci kisitin marjinal degeri nedir?

h.Verilen d.p.p. igin MATLAB programini kullanarak primal ve dual modellerin en iyi

¢0zUim degerlerini elde ediniz.

Coziim:

a. X, : Aylik Uretilecek cezve sayisi (adet)
X, : Aylik Uretilecek fincan sayisi (adet)

P: max Z=3X, +4X,
X, +1.5X, <750
0.5X, <200
X, + X, <600
X1, X, 20

P: max Z=3X, +4X,
X, +1.5X,<750 ... (1)

0.5X,<200 .. (2)
X, +X,<600 .. (3)
X, X, >0

X, =0, X, =500

Kisit1: X, +1.5X, =750=>
X, =750, X, =0

Kisit2:  0.5X, =200=>{X, =400

X, =0, X, =600

Kisit3: X, +X,=600=
X, =600, X, =0



Tablo 1. Primal problemin ug¢ nokta ve
¢O6zim degerleri

1/

Degisken Amag
Ug nokta vektori fonksiyon
degeri degeri
A (0,0) 0
B (600,0) 1800
C (300,300) 2100
D (150,400) 2050
E (0, 400) 1600

Grafik 1. Primal problemin uygun ¢6zim alani (u.¢.a.)

Grafiksel yontem ile elde edilen sonuclara gore, verilen primal d.p.p.” nin optimal ¢6zim

vektori Grafik 1’ deki C noktasi olup, X~ =[300 300] ve amag fonksiyon degeri Z'=2100

dir. Buna gore, kahve iretimi yapan sirketin 2100 TL’ lik kar ile aylik iretecegi cezve ve

fincan sayilari 300’ er adettir.

c. Verilen primal problem standart hale getirilir.

P: max Z=3X, +4X, +0X, +0X, +0X;

X, +1.5X, + X, =750 115100 750
0.5X, + X, =200 ; A=[0 05 0 1 0|, b=|200
X1+X2+X5=600 1 1 00 1 600
X, X,20
Tablo-I
>0 olmali




>0 olmali

Tablo-lll

>0 olmali

Tablo-IV 3 4 0 0 0

Ce Ty Xg Y1 Y2 Ys \ Ys

3 X, 300 1 0 -2 0 3

4 X, 300 0 1 2 0 -2

0 X, 50 0 0 -1 1 1
Z=2100 0 0 2 0 1 >0 saglandi

Optimal ¢éziim degerleri X =[300 300] ve amag fonksiyon degeri Z'=2100 diir.

D: min Z =750V, +200V, + 600V,
V,+V, >3
1.5V, +0.5V, +V, >4
V;, V5, V520

D: min Z =750V, +200V, + 600V, +0V, +0V,
V,+V, -V, =3
1.5V, +0.5V, +V, -V, =4
V,>0,i=12,.,5

1 0 1 -1 0 3
A= , b=
15 05 1 0 -1 4



Dual modelin standartlastiriimasi ile elde edilen standart haldeki dual modelde A katsayilar
matrisinde B temeli icin birim matris olmadigindan, Charnes’ in M yontemi kullanilarak birim

matris olusturacak bicimde dual modelin kisit fonksiyonlarina yapay degiskenler eklenir.

D: min Z=750V, +200V, + 600V, +0V, +0V; + Mq, + Mq,
Vi+V, -V, +qg, =3
1.5V, +0.5V, +V, -V, +q, =4
V,20,i=12,.,5

q,,9,=0
A 1 0O 1 -1 0|1 O
115 05 1 0 -10 1
Tablo-I 200 600 0 0 M M
(o T, Xp Y, Ys Y, Ys q; 9%,
M | g

<0 olmali

0.5M-200

Tablo-I 750 | 200
XB

Cp

-2/3
-M | 2M/3-500 0 <0 olmali

1/3
Z=M/3+2000 0 -M/3+50

Tablo-lI 750 | 200 | 600 0 0
G | T, | Xg 2 \2 Ys Y, Ys
600 | Vv, | 1 0 -1 1 -3 2
750 | vV, | 2 1 1 0 2 -2
Z=2100 0 -50 0 -300 | -300 | <0 saglandi

Tablo Il e gore primal uygunluk ve dual uygunluk saglandi.

Buna gore, dual degisken degerleri ve dual amag fonksiyon degeri sirasiyla

V' =[V, ¥, V\]=[2 0 1]ve Z’ =2100 olarak elde edili.



V, =2 = 1. kisitin sag yan degerinde yapilacak bir birimlik degisim amag¢ fonksiyonunu 2
birim etkiler. (b, deki 1 birimlik artis, Z degerini 2 birim artirir. b; deki 1 birimlik
azalma, Z degerini 2 birim azaltir.)

P: max Z=3X,+4X,

<
X, +1.5X, <751 {298

302

*

0.5X, <200 = X'=
X, + X, <600
X, X, 20

} , Z =2102

P: max Z=3X,+4X,

<
X, +1.5X, <749 {302

298

*

0.5X, <200 = X'=
X, + X, <600
X, X, 20

} , Z =2098

V,=0 = 2. kisitin sag yan degerinde yapilacak bir birimlik degisim amag¢ fonksiyonunu
etkilemez.

;=1 = 3. kisitin sag yan degerinde yapilacak bir birimlik degisim amag¢ fonksiyonunu 1
birim etkiler.

Ayrica, dual modelin en iyi ¢c6zimU dual simpleks yontem ile de elde edilebilir. Bunun icin, (d)

seceneginde tanimli dual model

D: min Z =750V, +200V, + 600V,
~V, -V, <-3
~1.5V, 0.5V, -V, <4
V,, Vs, V520

biciminde tanimlanir. Dual modelin standartlastiriimasi ile

D: min Z=750V, +200V, +600V,
V-V, +V, =-3
~1.5V,—0.5V, -V, +V, =—4
V.20 ,i=1,2,.,5

modeline ulasilir.

-1 0 -110 3
A= , b=
15 -05 -1 0 1 —4



Tablo-I

Cy Ty Xg

0

Z=1600

Tablo-llI

600

750

200

Cy Ty Xg

3

Z=2050

<0 saglandi

<0 saglandi

<0 saglandi

Optimal tablo 750 200 600 0 0
Gy Ty X; Y1 Y, Y3 \2 Ys
750 | v, 2 1 0 2 -2
600 | V, 1 0 -1 1 -3 2
Z=2100 0 -50 0 -300 -300 | <0 saglandi

f. Primal modelin optimal simpleks tablosunda, modeli standart hale getirmek igin

kullanilan degiskenlerin Z; —c; degerleri, dual modelin temel degiskenlerinin optimal

¢O6zim degeridir. Dual modelin optimal simpleks tablosunda, modeli standart hale

getirmek icin kullanilan degiskenlerin Z; —c; degerlerinin ters isaretli degerleri, primal
modelin temel degiskenlerinin optimal ¢6zim degeridir. Amag fonksiyonun optimal

degerleri primal ve dual modeller igin ayni olup, Z =2100 diir.



Primal modelin
optimal simpleks 3 4 0 0 0
tablosu
Cs Ty X; Y1 Y2 Ys Y4 Ys
3 X, | 300 1 0 -2 0 3
4 X, | 300 0 1 2 0 -2
0 X, 50 0 0 -1 1 1
Z=2100 0 0 2 0 1 >0 saglandi
Dual modelin
optimal simpleks | 750 200 600 0 0
tablosu
G | Ty | Xg Y Y Ys Y, Ys
600 | V, 1 0 -1 1 -3 2
750 | v, 2 1 1 0 2 -2
z=2100 0 -50 0 -300 -300 | <0 saglandi

Primal modeldeki 2. kisitin marjinal degeri, ikinci kisitin sag yan degerinin bir birim
artiriimasi ile elde edilen modelde amag¢ fonksiyonunun yeni bulunan degeri ile
orijinal problemdeki optimal degeri arasindaki fark olarak tanimlanir.

ikinci kisitin sag yan degeri b, =200 yerine 201 oldugunda, Grafik 1’ de gosterilen D

ve E ug¢ noktalarinin yeni degerlerini belirlemek icin (1) ve (2) numarali kisitlarin
kesisim noktasinin degerinin bulunmasi gerekir. Buna gore, D noktasinin yeni degeri
D= (147, 402) olup, 7= 2049 olarak bulunur. Buradan, ikinci kisitin marjinal degeri

7>~ 7° = 2049-2050 = -1 olur. Buna gore, ikinci kisitin sag yan degeri 1 birim artirilirsa,

amac fonksiyon degeri 1 birim azalir.



P: max Z=3X, +4X, »» f=[-3 -4];

X, +1.5X, <750 >> A=[1 1.5;0 0.5;1 11;
QSXZSZOO »» b=[750 200 &00];
X, +X, <600 >> 1b=[0 0];
ub=[inf inf];
X, X, 20 e [inf inf]

>» [x,fvall=linprog(f,&,b, []1,[],1lb,ub)

Optimization terminated.

300.0000
300.0000

fwval =
-2.1000e+03

Burada, fval (amag¢ fonksiyon degeri) negatif isaretli olarak bulunmustur. Clnkd,
MATLAB’ da verilen bir d.p.p. minimizasyon problemi bigiminde ¢dziimlendiginden,
optimizasyonda “max F = min (-F)” iliskisi geregi amag fonksiyonu katsayilari primal
problem maksimum tiriinde oldugu icin f vektorinde eksi isaretli olarak
tanimlanmistir. Buna gbre, elde edilen hesaplama sonuglarindan X" =[300 300] ve

Z'=2100 degerlerine ulasildigi gorilir. Benzer olarak dual model igin de

D: min Z=750V, +200V, + 600V, >> £=[750 200 &00];

-V, -V, <-3 >» B=[-1 0 -1;-1.5 -0.5 -11;
-1.5V,-0.5V, -V, <-4 > b=[-3 -4];
Vi, V,, ;>0 >> 1b=[0 0 0]:

>>» ub=[inf inf infl:
»» [%,fval]l=linprog(f,2,b,[1,[],1lb,ub)
Optimization terminated.

2.0000
0.0000
1.0000

fval =

2.1000e+03
sonuglarina ulasilir. Buna gére, V' =[V, V, V,]=[2 0 1] ve Z" =2100 olur.
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