
1. AYIRMA AKS·IYOMLARI

Topoloji kavram¬için tek gereksinimimiz sa¼glad¬¼g¬aksiyomlard¬r. Bu kavram

ve özellikleri anlaş¬ld¬ktan sonraki ad¬m ise, topolojik uzaylar üzerine konulmuş

olan di¼ger temel aksiyomlar¬ö¼grenmektir. Bu bölümde, öncelikle topolojik uzay-

lar için bilinen temel ay¬rma aksiyomlar¬n¬n (To; T1 ve T2) tan¬mlar¬ verilerek

bunlar aras¬ndaki ili̧skiler incelenecektir. Daha sonra, regüler topolojik uzay,

normal topolojik uzay ve tamamen regüler topolojik uzay kavramlar¬ve bunlar¬n

baz¬önemli özellikleri üzerinde durulacakt¬r.

1.1. Temel Ay¬rma Aksiyomlar¬

Tan¬m 1.1.1. (X; �) bir topolojik uzay olsun ve

[T0] : = 8x; y 2 X 3 x 6= y : 9V 2 V(x) 3 y =2 V ya da 9U 2 V(y) 3 x =2 U

[T1] : = 8x; y 2 X 3 x 6= y : 9V 2 V(x) 3 y =2 V ve 9U 2 V(y) 3 x =2 U

[T2] : = 8x; y 2 X 3 x 6= y : 9V 2 V(x) ve 9U 2 V(y) 3 V \ U = ;

aksiyomlar¬verilsin. E¼ger; (X; �) topolojik uzay¬[T0] ( s¬ras¬yla, [T1]; [T2] ) aksiy-

omunu gerçekliyor ise, (X; �) topolojik uzay¬na T0�uzay¬d¬r ( s¬ras¬yla, T1�uzay¬d¬r,

T2�uzay¬ya da Hausdor¤ uzay¬d¬r ) denir.

[T0], [T1] ve [T2] aksiyomlar¬n¬n tan¬mlar¬ndan, her Hausdor¤ uzay¬n¬n bir

T1�uzay¬ve her T1�uzay¬n¬n bir T0�uzay¬oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Örnek 1.1.1. X birden fazla elemana sahip bir küme olmak üzere (X; f;; Xg)

en kaba topolojik uzay üç aksiyomu da sa¼glamaz.

Örnek 1.1.2. R reel say¬lar kümesi üzerinde

K1 = f;g [ f]a;+1[ j a 2 Rg

sa¼g ¬̧s¬n topolojisi ele al¬ns¬n. (R; K1) bir T0�uzay¬d¬r. Gerçekten;

8x; y 2 X 3 x > y : 9V = ]y;+1[ 2 V(x) 3 y =2 V

dir. Ancak T1� uzay¬de¼gildir, dolay¬s¬yla Hausdor¤ uzay¬da de¼gildir.

Örnek 1.1.3. R reel say¬lar kümesi,

� s = f;g [ fA � R : R� A sonlu elemanl{g

topolojisi ile ele al¬nd¬¼g¬nda T1�uzay¬d¬r, ancak Hausdor¤ uzay¬de¼gildir.

Örnek 1.1.4. Her metrik uzay bir Hausdor¤ uzay¬d¬r. Dolay¬s¬yla; (R;U)

al¬̧s¬lm¬̧s topolojik yap¬s¬ile ele al¬nd¬¼g¬nda bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

Teorem 1.1.1. T0�uzay¬(s¬ras¬yla T1�uzay¬, Hausdorf uzay¬) olma özelli¼gi

kal¬t¬msal ve topolojik bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) bir topolojik uzay olsun. A � X de X den indirgenen topolojik

yap¬s¬ile ele al¬ns¬n ve bu topoloji �A ile gösterilsin. 8a; b 2 A öyle ki a 6= b için
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a; b 2 X ve (X; �) ; T0�uzay¬oldu¼gundan,

a; b 2 X 3 a 6= b : 9V 2 V(a) 3 b =2 V ya da 9U 2 V(b) 3 a =2 U

olacakt¬r. Di¼ger yandan;

V 2 V(a) için VA = V \ A 2 VA(a) 3 b =2 VA

ve

U 2 V(b) için UA = U \ A 2 VA(b) 3 a =2 UA

olaca¼g¬ndan (A; �A) topolojik uzay¬n¬n bir T0�uzay¬oldu¼gu aç¬kt¬r. T1�uzay¬

ve Hausdorf uzay¬olma özelliklerinin, kal¬t¬msal özellik oldu¼gu da benzer şekilde

gösterilir.

Şimdi T0�uzay¬ olma özelli¼ginin topolojik bir özellik oldu¼gunu gösterelim:

(X; �) ve (Y; � 0) iki topolojik uzay ve f : X �! Y bir homeomor�zm olsun.

y 6= y0 koşulunu sa¼glayan her y; y0 2 Y için f örten oldu¼gundan y = f (x) ve

y0 = f (x0) olacak biçimde 9x; x0 2 X vard¬r ve x 6= x0 olacakt¬r. X; T0�uzay¬

oldu¼gundan

x; x0 2 X; x 6= x0 : 9V 2 V(x) 3 x0 =2 V ya da 9U 2 V(x0) 3 x =2 U

olacakt¬r. f aç¬k fonksiyon oldu¼gundan,

V 2 V(x) ) f (V ) 2 Vf(x)

U 2 V(x0) ) f (U) 2 Vf(x0)
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olur. Ayr¬ca f birebir oldu¼gundan

x0 =2 V ) y0 = f (x0) =2 f (V )

ve

x =2 U ) y = f (x) =2 f (U)

dur. O halde, (Y; � 0) bir T0�uzay¬d¬r. f fonksiyonunun bir homeomor�zm olmas¬

durumunda, (Y; � 0) bir T0�uzay¬ise, (X; �) topolojik uzay¬n¬n da bir T0�uzay¬

olaca¼g¬kolayca gösterilebilir. T1�uzay¬ve Hausdor¤ uzay¬olma özelliklerinin,

topolojik özellik oldu¼gu da benzer şekilde gösterilir.

Teorem 1.1.2. (8k) (k = 1; 2; :::; n) için (Xk; � k) n�tane topolojik uzay olsun

ve X =
nQ
k=1

Xk kümesi üzerinde � k topolojileri yard¬m¬yla tan¬mlanan çarp¬m

topolojik yap¬s¬S ile gösterilsin. Bu durumda, aşa¼g¬daki önermeler denktirler.

(i) (X;S) çarp¬m topolojik uzay¬T0�uzay¬d¬r (s¬ras¬yla T1�uzay¬d¬r, Hausdorf

uzay¬d¬r),

(ii) (8k) (k = 1; 2; :::; n) için (Xk; � k) topolojik uzaylar¬T0�uzay¬d¬r (s¬ras¬yla

T1�uzay¬d¬r, Hausdorf uzay¬d¬r).

·Ispat: i) ii (8k) (k = 2; :::; n) için ak 2 Xk olsun. Bu durumda,

K = X1 �
nQ
k=2

fakg � X
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olup X den indirgenen yap¬s¬yla bir T0�uzay¬d¬r. Di¼ger yandan;

f : X1 �! K = X1 �
nQ
k=2

fakg

x1 �! f (x1) = (x1; a2; :::; an)

fonksiyonu bir homeomor�zm oldu¼gundan (X1; � 1) bir T0�uzay¬d¬r. Benzer şek-

ilde, (8k) (k = 1; 2; :::; n) için (Xk; � k) topolojik uzaylar¬n¬n da T0�uzay¬oldu¼gu

görülür.

ii ) i Çarp¬m topolojik uzaylarda komşuluk tan¬m¬ ve çarp¬m kümesinin

özellikleri gözönüne al¬nd¬¼g¬nda kolayl¬kla ispatlan¬r.

Teorem 1.1.3. (X; �) bir topolojik uzay olsun ve F � P (X) ile de (X; �)

topolojik uzay¬n¬n kapal¬ alt kümeler ailesi gösterilsin. Bu durumda, aşa¼g¬da

verilen önermeler denktirler.

(i) (X; �) topolojik uzay¬T1�uzay¬d¬r,

(ii) 8A � X; A sonlu elemanl¬: A 2 F :

·Ispat: i) ii A = fak j k = 1; 2; :::; ng olsun. Herhangi bir x 2 X�A alal¬m.

Bu durumda;

8k = 1; 2; :::; n için x 6= ak

olacakt¬r. (X; �), T1�uzay¬oldu¼gundan;

8k = 1; 2; :::; n : 9Vk 2 V(ak) 3 x =2 Vk ve 9U (k) 2 V(x) 3 ak =2 U (k)
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d¬r. Di¼ger yandan,

U =
nT
k=1

U (k) 2 V(x) ve 8k = 1; 2; :::; n : ak =2 U

olur. Buradan U � X � A oldu¼gu elde edilir. O halde, A 2 F dir.

ii ) i 8x; y 2 X 3 x 6= y : A = fxg ve A0 = fyg 2 F olaca¼g¬ndan (X; �)

topolojik uzay¬n¬n T1�uzay¬oldu¼gu kolayca görülür.

Aşa¼g¬da verilen önermenin ispat¬al¬̧st¬rma olarak b¬rak¬lm¬̧st¬r.

Önerme 1.1.1. (X; �) bir T0�uzay¬(s¬ras¬yla T1�uzay¬, Hausdorf uzay¬) ve

� � � 0 (yani � 0 topolojisi � topolojisinden daha ince) olsun. Bu durumda; (X; � 0)

de bir T0�uzay¬(s¬ras¬yla T1�uzay¬, Hausdorf uzay¬) d¬r.

Önerme 1.1.2. (X; �) bir topolojik uzay olsun. Aşa¼g¬da verilen önermeler

denktirler.

(i) (X; �) Hausdor¤ uzay¬d¬r,

(ii) 8x 2 X :
\

V 2V(x)

V = fxg dir.

·Ispat: i ) ii 8x 2 X : fxg �
\

V 2V(x)

V oldu¼gu aç¬kt¬r. Biran için
\

V 2V(x)

V *

fxg oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda;

9y 2
\

V 2V(x)

V 3 y 6= x
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dir. X; Hausdor¤ uzay¬oldu¼gundan, 9V 2 V(x) ve 9U 2 V(y) için V \ U = ;

olacakt¬r. Buradan y =2 V sonucu elde edilir. Bu ise, 8V 2 V(x) için y 2 V olmas¬

ile çeli̧sir. O halde,
\

V 2V(x)

V � fxg dir.

ii ) i 8x; y 2 X 3 x 6= y alal¬m. Bu durumda, y =2 fxg =
\

V 2V(x)

V olur. O

halde, 9V 2 V(x) için y =2 V olacakt¬r. O halde, 9U 2 V(y) için U \ V = ; dir.
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