1. AYIRMA AKSIYOMLARI

Topoloji kavrami i¢in tek gereksinimimiz sagladigi aksiyomlardir. Bu kavram
ve ozellikleri anlagildiktan sonraki adim ise, topolojik uzaylar tizerine konulmus
olan diger temel aksiyomlar: 6grenmektir. Bu boliimde, ¢ncelikle topolojik uzay-
lar igin bilinen temel ayirma aksiyomlarmin (7,, 77 ve Ty) tammlar1 verilerek
bunlar arasindaki iligkiler incelenecektir. Daha sonra, regiiler topolojik uzay,
normal topolojik uzay ve tamamen regiiler topolojik uzay kavramlari ve bunlarin

baz1 6nemli 6zellikleri iizerinde durulacaktar.
1.1. Temel Ayirma Aksiyomlari

Tanim 1.1.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun ve

[To) « =Ve,yeXoa#y: IV eVyd3yéVyadadU eV, 22 ¢ U
7Y« =Ve,yeXoaF#y:IVeVyoygVeedUecVyys3r¢U
T5] @ =Ve,yeXsax#y:IVeVyvedU eV, a3VnNU=10

aksiyomlar: verilsin. Eger; (X, 7) topolojik uzay: [Tp] ( sirasiyla, [71], [T3] ) aksiy-
omunu gergekliyor ise, (X, 7) topolojik uzayma Ty —uzayidir ( sirasiyla, T} —uzayidir,

Tyr—uzay1 ya da Hausdorff uzayidir ) denir.

[To], [T1] ve [T3] aksiyomlarmin tanimlarindan, her Hausdorff uzaymin bir
Ty —uzay1 ve her T3 —uzayinin bir Ty—uzay1 oldugu aciktir.
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Ornek 1.1.1. X birden fazla elemana sahip bir kiime olmak iizere (X, {0, X})

en kaba topolojik uzay ii¢ aksiyomu da saglamaz.

Ornek 1.1.2. R reel sayilar kiimesi iizerinde
Ky ={0}U{]a,+oo[| a € R}
sag 1510 topolojisi ele alinsin. (R, K7) bir To—uzayidir. Gergekten;
Ve,ye X oax>y: IV =]y, +oo[€eVy 2y ¢V

dir. Ancak T} — uzay1 degildir, dolayisiyla Hausdorff uzay1 da degildir.

Ornek 1.1.3. R reel sayilar kiimesi,
7, ={0} U{A CR:R— A sonlu elemanl}

topolojisi ile ele alindiginda 77 —uzayidir, ancak Hausdorff uzay: degildir.

Ornek 1.1.4. Her metrik uzay bir Hausdorff uzayidir. Dolayisiyla; (R, )

alisilmis topolojik yapisi ile ele alindiginda bir Hausdorff uzayidir.

Teorem 1.1.1. Ty—uzay1 (sirasiyla T} —uzay1, Hausdorf uzay: ) olma 6zelligi

kalitimsal ve topolojik bir tzelliktir.

Ispat: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. A C X de X den indirgenen topolojik

yapist ile ele alinsin ve bu topoloji 74 ile gosterilsin. Va,b € A 6yle ki a # b icin



a,b € X ve (X,7), To—uzay1 oldugundan,
a,beX3a#b:IWVeVy20¢VyadadU eVyy3a¢U
olacaktir. Diger yandan;
VeVeicin Va=VNAEVyq 2b¢ Vs
ve
UeVyicinUs=UNAeVapy2a¢ U,

olacagindan (A, 74) topolojik uzaymim bir Top—uzay1 oldugu agiktir. 77 —uzayi
ve Hausdorf uzay1 olma ozelliklerinin, kalitimsal 6zellik oldugu da benzer sekilde

gosterilir.

Simdi Tp—uzay1 olma ozelliginin topolojik bir 6zellik oldugunu gosterelim:
(X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm olsun.
y # vy’ kosulunu saglayan her y,y’ € Y i¢in f orten oldugundan y = f (z) ve
y' = f(2') olacak bi¢cimde dz,z’ € X vardir ve x # 2’ olacaktir. X, To—uzay1

oldugundan
v’ e Xo#a :3VeVy 32" ¢VyadadUeVyy 32 ¢ U
olacaktir. f acik fonksiyon oldugundan,
Ve Vo= (V)€ Vi

U € V(x/) = f(U) € Vf(x/)
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olur. Ayrica f birebir oldugundan

d ¢ V=y=[f)efV)
ve

r¢U=y=[f(z)¢fU)
dur. O halde, (Y, 7’) bir Ty—uzayidir. f fonksiyonunun bir homeomorfizm olmasi
durumunda, (Y, 7’) bir Ty—uzay1 ise, (X, 7) topolojik uzaymm da bir To—uzay1

olacag1 kolayca gosterilebilir. T7—uzay1 ve Hausdorff uzay1 olma ozelliklerinin,

topolojik 6zellik oldugu da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 1.1.2. (Vk) (k =1,2,...,n) igin (X, 7x) n—tane topolojik uzay olsun

n
ve X = [] X kiimesi iizerinde 7 topolojileri yardimiyla tanimlanan garpim
k=1

topolojik yapis1 G ile gosterilsin. Bu durumda, asagidaki onermeler denktirler.

() (X, &) carpim topolojik uzay1 To—uzayidir (sirasiyla T —uzayidir, Hausdorf

uzayidir),

(11) (Vk) (k=1,2,...,n) igin (X, 7x) topolojik uzaylar1 Ty—uzayidir (sirasiyla

Ty —uzayidir, Hausdorf uzayidir).
Ispat: i = ii (Vk) (k= 2,...,n) i¢in a;, € X} olsun. Bu durumda,

K=2X x [[{a}CcX
k=2
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olup X den indirgenen yapisiyla bir To—uzayidir. Diger yandan;
fl Xl — K:Xlx H{ak}
k=2

i e f(i[)l) = (i[)l,&g,...,an)
fonksiyonu bir homeomorfizm oldugundan (X, 71) bir Ty—uzayidir. Benzer sek-
ilde, (Vk) (k=1,2,...,n) i¢in (Xj, 7x) topolojik uzaylarmin da To—uzay1 oldugu

gortiliir.

12 = ¢ Carpim topolojik uzaylarda komsuluk tanimi ve carpim kiimesinin

ozellikleri gozoniine alindiginda kolaylikla ispatlanir.

Teorem 1.1.3. (X, 7) bir topolojik uzay olsun ve F C P (X) ile de (X, 7)
topolojik uzaymin kapal alt kiimeler ailesi gosterilsin. Bu durumda, asagida

verilen 6nermeler denktirler.
(1) (X, 7) topolojik uzayr T; —uzayidir,
(i1) VA C X, A sonlu elemanh : A € F.

Ispat: i = i A= {a, | k=1,2,...,n} olsun. Herhangi bir z € X — A alalim.
Bu durumda;

Vk =1,2,...,n igin x # ay

olacaktir. (X, 7), T1—uzay1 oldugundan;

Vk=1,2,..,n: 3V}, € Vo Dz ¢ Vi ve IUW € Viyy 2 a ¢ UW
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dir. Diger yandan,

U=NU®eVy veVk=1,2,...n:a,¢U

k=1

olur. Buradan U C X — A oldugu elde edilir. O halde, A € F dir.

it =>ivVe,ye X 22 #y: A= {z} ve A = {y} € F olacagindan (X, 1)

topolojik uzayinin 77 —uzay1 oldugu kolayca goriiliir.
Asagida verilen 6nermenin ispat1 alistirma olarak birakilmistir.

Onerme 1.1.1. (X, 7) bir Ty—uzay1 (sirasiyla 7} —uzay1, Hausdorf uzay1 ) ve
7 < 7' (yani 7’ topolojisi 7 topolojisinden daha ince) olsun. Bu durumda; (X, 7’)

de bir To—uzay1 (sirasiyla T —uzay1, Hausdorf uzay1 ) dir.

Onerme 1.1.2. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Asagida verilen nermeler

denktirler.
(1) (X, 7) Hausdorff uzayidur,
(i) Ve e X (] V = {«} dir.
VeVig)
Ispat: i = ii Vo € X : {2} C ﬂ V oldugu aciktir. Biran icin ﬂ v ¢

VEV(w) VGV(w)
{z} oldugunu kabul edelim. Bu durumda;

Jy € ﬂ Voy#a
VEV(a)
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dir. X, Hausdorff uzay1 oldugundan, 3V € V) ve 3U € V) icin V.NU = 0
olacaktir. Buradan y ¢ V sonucu elde edilir. Bu ise, YV € Viz) I¢in y € V olmasi

ile gelisir. O halde, ﬂ V C {x} dir.
VEV(z)

it = i Yo,y € X 5 o # y alahm. Bu durumda, y ¢ {z} = ﬂ V olur. O
VeViz)
halde, 3V € V) i¢in y ¢ V olacaktir. O halde, 3U € V) i¢cin UNV = ( dir.



