1.2. Regiiler Uzaylar

Regiiler topolojik uzay tanimini vermeden once; bir topolojik uzayda, verilen
bir noktanin komsuluklar tabaninmin nasil tammlandigini hatirlayalim: (X, 7) bir

topolojik uzay, * € X ve B(,) C V() olsun. Eger;
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oluyor ise B (x) alt kiimeler ailesi « noktasmm bir komguluklar tabanidir denir.

Onerme 1.2.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Asagida verilen dnermeler

denktirler.

[R;] (X, T) topolojik uzayinin herhangi bir noktasimin kapali komsuluklar ailesi

o noktanin bir komsuluklar tabanidir,

[R;;] (X, 7) topolojik uzayimin, herhangi bir F' kapal alt kiimesi ve x ¢ F
kosulunu saglayan her x € X noktasi i¢in, AU,V € 7 vardir 6ylekiz € U, F C V

ve UNV =0 dir.

Ispat: [R;] = [R;;] Herhangi bir F C X, F' € F alalm. Bu durumda,
Ve¢F:zeV=X-Fer

olacaktir. x noktasmin kapali komsuluklar ailesini X, ile gosterirsek; hipotezden



JK € K3 vardir 6yle ki K C V' dir. Buradan,

FCcX-Ker

elde edilir. Diger yandan; K € V() oldugundan 3O € 7 vardir 6ylekiz € O C K

olup ON (X — K) = ( dir.

[Rr1] = [R;] Her x € X ve her V € V) icin x € O C V olacak bicimde

30 € 7 vardir. Buradan z ¢ F = X — O € F oldugu aciktir. O halde;

reUF CU" veUNU' =0 olacak bicimde U, U’ € 7

vardir. Dolayisiyla;

UcX-UcCX-FcCV

olacaktir. X — U’ kiimesi = noktasinmin kapali komguluklar ailesine ait oldugundan

ispat tamamlanir.

Tanim 1.2.1. [R;] 6nermesini gercekleyen her Hausdorrf uzayina, regiiler

topolojik uzay adi verilir.

Uyar: 1.2.1. Literatiire bakildiginda; regiiler topolojik uzay tanimi verilirken,
[R;] 6nermesine farkl kosullar eklendigi goriilecektir. Bizim verdigimiz tanim
Bourbaki[l] tarafindan verilen tamimdir. Ayrica, literatiirde [T7] ve [R;] Oner-

mesini gergekleyen her topolojik uzaya 7T5—uzay1 denir.



Ornek 1.2.1. (R, K;) topolojik uzay1 [R;] aksiyomunu saglamaz.

Ornek 1.2.2. Her metrik uzay bir regiiler topolojik uzaydir. Gercekten; bir

(X,d) metrik uzaymda her z € X ve her V € V, () i¢in By (x,¢,) C V olacak

bi¢cimde de, > 0 vardir. Her e, > 0 igin, i < g, olacak bi¢imde bir n., € N

bulunabilir. O halde,
Kgy ={Bi[z,1/n.,] | e, > 0}
ailesi x noktasinin bir kapali komsuluklar tabanidir.

Ornek 1.2.3. (R, ) alisilmis topolojik uzay: regiiler topolojik uzaydir.

Hausdorff uzay1 olma o6zelligi kalitimsal ve topolojik bir ozellik oldugundan,
asagida verilen iki teoremde regiilerlik sadece [R;| 6nermesi ile karakterize edile-

cektir.
Teorem 1.2.1. Regiiler topolojik uzay olma 6zelligi kalitimsal bir 6zelliktir.

Ispat: (X,7) bir topolojik uzay ve A C X de X den indirgenen topolojik
yapist (74), ile ele almsin. Herhangi bir @ € A ve a noktasinin herhangi bir

U € V() komsulugunu alahm. Bu durumda;
U =V, N A olacak bigcimde 3V, € V)

vardir. X regiiler oldugundan; a € A C X ve V,, € V() icin K, € V,) vardir



oyle ki K, € F ve K, C V, olur. Buradan
KAu =K,NACV,NA=U

elde edilir. Bu sekilde elde edilen K 4, kiimeleri (A, 74) alt uzayinda a noktasinin

bir kapali komsuluklar tabanini olusturur.
Teorem 1.2.2. Regiilerlik topolojik bir tzelliktir.

Ispat: (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. (X, 7) topolojik uzaymin regiiler oldugunu kabul edelim. Herhangi bir
y € Y noktas1 ve y noktasinin herhangi bir V' € V() komsulugunu alalm. f 6rten
oldugundan y = f (x) olacak bi¢cimde dx € X vardir ve f siirekli oldugundan

YV e V(x) dir. z noktasi kapal bir komsuluklar tabanina sahip oldugundan;
3K, € Vi), K, € F vardir 6yle ki K, C =" (V)

dir. Buradan,

ye f(K,)CV

olur. Her homeomorfizm hem acik hem de kapali fonksiyonlar sinifindan oldugun-
dan f (K,) kiimesi y noktasinin kapali bir komgulugudur. Bu sekilde elde edilen
f (K,) kiimeleri (Y, 7') topolojik uzaymda y noktasinin bir kapali komguluklar

tabanini olugturur. O halde, (Y, 7’) regiiler topolojik uzaydir. Benzer gekilde,



(Y, 1) regiiler topolojik uzay oldugunda, (X, 7) topolojik uzaymin da regiiler ola-

cag1 kolaylikla gosterilebilir.
Teorem 1.2.3. Kompakt her Hausdorff uzay: regiilerdir.

Ispat: (X,7) kompakt bir Hausdorff uzay1 olsun. Herhangi bir F ¢ X, F € F

ve x ¢ F kogulunu saglayan herhangi bir x € X alalim. Bu durumda;
Yye F:x#y
olup, X Hausdorff uzay1 oldugundan
Vye F: VW eV, ve U, €V, 2V NU, =0

olacaktir. Burada genelligi bozmayacagindan, elde edilen V) ve U, komsguluk-
larmin agik oldugu kabul edilebilir. Boylece, (Uy)ye p C 7 ailesi F' kiimesinin bir
agik ortiisii olup, F' kiimesi X den indirgenen yapisiyla (7x), kompakt oldugun-
dan,

AK ={y1,y2, ...y} CFFCU=U U, €71
k=1

olacaktir. Diger yandan;

zeV=NVWer
k=1

ve UNV = () dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.4. Lokal kompakt bir Hausdorff uzaymin acik her alt uzay: da

lokal kompakttir.



Ispat: (X, 7) bir topolojik uzay, A C X ve A € 7 olsun. Herhangi bir a € A
alahm. a € A C X ve X lokal kompakt oldugundan, 3V € V) vardir dyle ki
(V,7v) kompakt bir Hausdorff uzayidir. Dolayisiyla; (V, ) regiilerdir, yani V'

nin her elemani bir kapali komsuluklar tabanina sahiptir. Boylece,
W=ANV e va(a)

komsulugu icin, G C W kosulunu saglayan bir G € V;, () kapali komsulugu
bulunabilir. G kiimesi, V' den indirgenen topolojik yapisiyla kompakt oldugundan
ve kompaktlik topolojik bir 6zellik oldugundan, A dan indirgenen yapisiyla da
kompakttir. Diger yandan, G kiimesinin, A altuzayinda da a noktasinin bir

komsgulugu oldugu aciktir. O halde, (A, 74) lokal kompakttir.



