
1.2. Regüler Uzaylar

Regüler topolojik uzay tan¬m¬n¬vermeden önce; bir topolojik uzayda, verilen

bir noktan¬n komşuluklar taban¬n¬n nas¬l tan¬mland¬¼g¬n¬hat¬rlayal¬m: (X; �) bir

topolojik uzay, x 2 X ve B(x) � V(x) olsun. E¼ger;

8x 2 X;8V 2 V(x) : 9B 2 B(x) 3 B � V

oluyor ise B (x) alt kümeler ailesi x noktas¬n¬n bir komşuluklar taban¬d¬r denir.

Önerme 1.2.1. (X; �) bir topolojik uzay olsun. Aşa¼g¬da verilen önermeler

denktirler.

[RI ] (X; �) topolojik uzay¬n¬n herhangi bir noktas¬n¬n kapal¬komşuluklar ailesi

o noktan¬n bir komşuluklar taban¬d¬r,

[RII ] (X; �) topolojik uzay¬n¬n, herhangi bir F kapal¬alt kümesi ve x =2 F

koşulunu sa¼glayan her x 2 X noktas¬için, 9U; V 2 � vard¬r öyle ki x 2 U; F � V

ve U \ V = ; dir.

·Ispat: [RI ] ) [RII ] Herhangi bir F � X;F 2 F alal¬m. Bu durumda,

8x =2 F : x 2 V = X � F 2 �

olacakt¬r. x noktas¬n¬n kapal¬komşuluklar ailesini K(x) ile gösterirsek; hipotezden
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9K 2 K(x) vard¬r öyle ki K � V dir. Buradan,

F � X �K 2 �

elde edilir. Di¼ger yandan; K 2 V(x) oldu¼gundan 9O 2 � vard¬r öyle ki x 2 O � K

olup O \ (X �K) = ; dir.

[RII ] ) [RI ] Her x 2 X ve her V 2 V(x) için x 2 O � V olacak biçimde

9O 2 � vard¬r. Buradan x =2 F = X �O 2 F oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde;

x 2 U; F � U 0 ve U \ U 0 = ; olacak biçimde 9U;U 0 2 �

vard¬r. Dolay¬s¬yla;

U � X � U 0 � X � F � V

olacakt¬r. X�U 0 kümesi x noktas¬n¬n kapal¬komşuluklar ailesine ait oldu¼gundan

ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 1.2.1. [RI ] önermesini gerçekleyen her Hausdorrf uzay¬na, reg�uler

topolojik uzay ad¬verilir.

Uyar¬1.2.1. Literatüre bak¬ld¬¼g¬nda; regüler topolojik uzay tan¬m¬verilirken,

[RI ] önermesine farkl¬ koşullar eklendi¼gi görülecektir. Bizim verdi¼gimiz tan¬m

Bourbaki[1] taraf¬ndan verilen tan¬md¬r. Ayr¬ca, literatürde [T1] ve [RI ] öner-

mesini gerçekleyen her topolojik uzaya T3�uzay¬denir.
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Örnek 1.2.1. (R; K1) topolojik uzay¬[RI ] aksiyomunu sa¼glamaz.

Örnek 1.2.2. Her metrik uzay bir regüler topolojik uzayd¬r. Gerçekten; bir

(X; d) metrik uzay¬nda her x 2 X ve her V 2 V�d(x) için Bd (x; "v) � V olacak

biçimde 9"v > 0 vard¬r. Her "v > 0 için, 1
n"v

< "v olacak biçimde bir n"v 2 N

bulunabilir. O halde,

K(x) := fBd [x; 1=n"v ] j "v > 0g

ailesi x noktas¬n¬n bir kapal¬komşuluklar taban¬d¬r.

Örnek 1.2.3. (R;U) al¬̧s¬lm¬̧s topolojik uzay¬regüler topolojik uzayd¬r.

Hausdor¤ uzay¬olma özelli¼gi kal¬t¬msal ve topolojik bir özellik oldu¼gundan,

aşa¼g¬da verilen iki teoremde regülerlik sadece [RI ] önermesi ile karakterize edile-

cektir.

Teorem 1.2.1. Regüler topolojik uzay olma özelli¼gi kal¬t¬msal bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) bir topolojik uzay ve A � X de X den indirgenen topolojik

yap¬s¬ (�A), ile ele al¬ns¬n. Herhangi bir a 2 A ve a noktas¬n¬n herhangi bir

U 2 V�A(x) komşulu¼gunu alal¬m. Bu durumda;

U = Vu \ A olacak biçimde 9Vu 2 V(x)

vard¬r. X regüler oldu¼gundan; a 2 A � X ve Vu 2 V(x) için 9Ku 2 V(x) vard¬r
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öyle ki Ku 2 F ve Ku � Vu olur. Buradan

KAu = Ku \ A � Vu \ A = U

elde edilir. Bu şekilde elde edilen KAu kümeleri (A; �A) alt uzay¬nda a noktas¬n¬n

bir kapal¬komşuluklar taban¬n¬oluşturur.

Teorem 1.2.2. Regülerlik topolojik bir özelliktir.

·Ispat: (X; �) ve (Y; � 0) iki topolojik uzay ve f : X �! Y bir homeomor�zm

olsun. (X; �) topolojik uzay¬n¬n regüler oldu¼gunu kabul edelim. Herhangi bir

y 2 Y noktas¬ve y noktas¬n¬n herhangi bir V 2 V(y) komşulu¼gunu alal¬m. f örten

oldu¼gundan y = f (x) olacak biçimde 9x 2 X vard¬r ve f sürekli oldu¼gundan

f�1 (V ) 2 V(x) dir. x noktas¬kapal¬bir komşuluklar taban¬na sahip oldu¼gundan;

9Kv 2 V(x); Kv 2 F vard¬r öyle ki Kv � f�1 (V )

dir. Buradan,

y 2 f (Kv) � V

olur. Her homeomor�zm hem aç¬k hem de kapal¬fonksiyonlar s¬n¬f¬ndan oldu¼gun-

dan f (Kv) kümesi y noktas¬n¬n kapal¬bir komşulu¼gudur. Bu şekilde elde edilen

f (Kv) kümeleri (Y; � 0) topolojik uzay¬nda y noktas¬n¬n bir kapal¬komşuluklar

taban¬n¬oluşturur. O halde, (Y; � 0) regüler topolojik uzayd¬r. Benzer şekilde,
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(Y; � 0) regüler topolojik uzay oldu¼gunda, (X; �) topolojik uzay¬n¬n da regüler ola-

ca¼g¬kolayl¬kla gösterilebilir.

Teorem 1.2.3. Kompakt her Hausdor¤ uzay¬regülerdir.

·Ispat: (X; �) kompakt bir Hausdor¤uzay¬olsun. Herhangi bir F � X;F 2 F

ve x =2 F koşulunu sa¼glayan herhangi bir x 2 X alal¬m. Bu durumda;

8y 2 F : x 6= y

olup, X Hausdor¤ uzay¬oldu¼gundan

8y 2 F : 9V (y) 2 V(x) ve 9Uy 2 V(y) 3 V (y) \ Uy = ;

olacakt¬r. Burada genelli¼gi bozmayaca¼g¬ndan, elde edilen V (y) ve Uy komşuluk-

lar¬n¬n aç¬k oldu¼gu kabul edilebilir. Böylece, (Uy)y2F � � ailesi F kümesinin bir

aç¬k örtüsü olup, F kümesi X den indirgenen yap¬s¬yla (�F ) ; kompakt oldu¼gun-

dan,

9K = fy1; y2; :::; yng � F 3 F � U =
nS
k=1

Uyk 2 �

olacakt¬r. Di¼ger yandan;

x 2 V =
nT
k=1

V (yk) 2 �

ve U \ V = ; dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 1.2.4. Lokal kompakt bir Hausdor¤ uzay¬n¬n aç¬k her alt uzay¬da

lokal kompaktt¬r.

5



·Ispat: (X; �) bir topolojik uzay, A � X ve A 2 � olsun. Herhangi bir a 2 A

alal¬m. a 2 A � X ve X lokal kompakt oldu¼gundan, 9V 2 V(a) vard¬r öyle ki

(V; �V ) kompakt bir Hausdor¤ uzay¬d¬r. Dolay¬s¬yla; (V; �V ) regülerdir, yani V

nin her eleman¬bir kapal¬komşuluklar taban¬na sahiptir. Böylece,

W = A \ V 2 V�V (a)

komşulu¼gu için, G � W koşulunu sa¼glayan bir G 2 V�V (a) kapal¬ komşulu¼gu

bulunabilir. G kümesi, V den indirgenen topolojik yap¬s¬yla kompakt oldu¼gundan

ve kompaktl¬k topolojik bir özellik oldu¼gundan, A dan indirgenen yap¬s¬yla da

kompaktt¬r. Di¼ger yandan, G kümesinin, A altuzay¬nda da a noktas¬n¬n bir

komşulu¼gu oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde, (A; �A) lokal kompaktt¬r.

.
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