1.2. Regiiler Uzaylar-2
Teorem 1.2.5. Lokal kompakt her Hausdorff uzay regiilerdir.

Ispat: (X,7) lokal kompakt olsun. Herhangi bir 2 € X ve V € V(z) alalm.
O halde, z € A C V olacak bigimde bir A € 7 vardir. (A, 74) lokal kompakt
oldugundan, = noktasinin (A, 7,4) alt uzayindan indirgenen yapisiyla kompakt
olan bir W' € V; , () komsulugu vardir. W, X den indirgenen yapisiyla da kompakt
olup, (X, 7) topolojik uzaymda = noktasimin kapal bir komsgulugudur. O halde,

(X, 7) regiilerdir.
Teorem 1.2.6. (Vk) (k =1,2,...,n) i¢gin (X, 7x) n—tane topolojik uzay olsun

ve X = ][] X kiimesi iizerinde 7 topolojileri yardimiyla tanimlanan garpim
k=1

topolojik yapist G ile gosterilsin. Bu durumda, asagidaki énermeler denktirler.
(1) (X, &) carpim topolojik uzay: regiilerdir,
(17) (Vk) (k=1,2,...,n) igin (X, 7x) topolojik uzaylar: regiilerdir.
Ispat: i =i (Vk)(k=2,...,n) i¢in a;, € X} olsun. Bu durumda,

K=2X x [[{a}CcX

k=2

olup X den indirgenen yapisiyla regiiler topolojik uzaydir. Diger yandan;

f: X1 —K=X;x kﬁQ {ar}, f (1) = (21,02, ..., a,)

1



fonksiyonu bir homeomorfizm oldugundan (X;,7;) regiilerdir. Benzer gekilde,

(Vk) (k=1,2,...,n) i¢in (X, 7x) topolojik uzaylarimin da regiiler oldugu goriiliir.
i1 = 1 Herhangi bir z € X ve V' € V() alahm. Bu durumda,

(Vk) (k=1,2,...,n) i¢in Uy € Vi, vardir oyle ki [[ Uy CV

k=1
dir. Hipotezden, (Vk) (k =1,2,...,n) icin G C Uy olacak bicimde 3G}, € Vg,

vardir dyle ki Gy, € Fj, dir. Buradan

HGkCHUkCV
=1

k=1 k
olup [] Gr € Vi dir. Diger yandan; [] G, carpim uzaymin kapali bir alt
k=1 k=1

kiimesidir.

Tanmim 1.2.2. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger, X in her noktas: sayila-
bilir bir komguluklar tabanina sahip ise, (X, 7) topolojik uzayina birinci sayilabilir

topolojik uzay adi verilir. Yani;
Ve e X :3dB,) = (Vn)neN C V)

alt kiimeler ailesi ve V' € V) i¢in V,, C V olacak bi¢gimde dn € N var ise, X

birinci sayilabilir topolojik uzaydir.
Ornek 1.2.4. (R, 4l) birinci tip sayilabilir topolojik uzaydir.

Onerme 1.2.2. (X, 7) birinci tip sayilabilir topolojik uzay, A C X ve a € A
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olsun. Eger; a noktasi A kiimesinin bir yigilma noktasi ise, terimleri A — {a}

kiimesinde olan ve x noktasma yakisayan bir (z,,), .y dizisi vardir.

Tanim 1.2.3. (X, 7) bir Hausdorff uzay: olsun. Eger; X in sayilabilir her agik
ortiisiiniin sonlu elemanh bir alt ailesi de X uzaym ortiiyor ise, (X, 7) topolojik

uzayina sayilabilir kompakttir denir.

Sayilabilir kompaktlik topolojik bir ozelliktir. Sayilabilir kompakt bir uzayin

kapali her alt uzay1 da sayilabilir kompakttir.

Teorem 1.2.7. (X, 7) birinci sayilabilir ve sayilabilir kompakt bir topolojik

uzay ise, (X, 1) regiilerdir.

Ispat: = € X olsun ve herhangi bir V € V(z) alahm. Bu durumda, z € U C V
olacak bicimde JU € 7 vardir. X birinci tip sayilabilir topolojik uzay oldugundan;
3By = (Gn)pen C Vi)
sayilabilir komguluklar tabani1 vardir. Buradan

Vi = Gy
Vo, = GinGyaCVy

va = Glmszch‘/g

V., = GiNnGyn..NG, CV,_y
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olarak tanimlansin, bu sekilde devam edilerek, z noktasinin sayilabilir azalan bir

komguluklar tabani elde edilir. X Hausdorff uzay1 oldugundan; {z} = ﬂ V, dir.
neN

O halde;
X=UU (%(X—Vn)) = %(UU(X—W))

olur ve X sayilabilir kompakt oldugundan;

X —

p
k=

(VU (X =Va))

[y

dir. Buradan

(ﬁvnk>m(X—U):(Z)

k=1

elde edilir. O halde,

ﬁWkCUcV

k=1

olacak bigimde x noktasiin kapali bir komgulugunun varligr goriiliir. O halde,

(X, 7) topolojik uzay: regiilerdir.



