
1.2. Regüler Uzaylar-2

Teorem 1.2.5. Lokal kompakt her Hausdor¤ uzay¬regülerdir.

·Ispat: (X; �) lokal kompakt olsun. Herhangi bir x 2 X ve V 2 V(x) alal¬m.

O halde, x 2 A � V olacak biçimde bir A 2 � vard¬r. (A; �A) lokal kompakt

oldu¼gundan, x noktas¬n¬n (A; �A) alt uzay¬ndan indirgenen yap¬s¬yla kompakt

olan birW 2 V�A(x) komşulu¼gu vard¬r. W; X den indirgenen yap¬s¬yla da kompakt

olup, (X; �) topolojik uzay¬nda x noktas¬n¬n kapal¬bir komşulu¼gudur. O halde,

(X; �) regülerdir.

Teorem 1.2.6. (8k) (k = 1; 2; :::; n) için (Xk; � k) n�tane topolojik uzay olsun

ve X =
nQ
k=1

Xk kümesi üzerinde � k topolojileri yard¬m¬yla tan¬mlanan çarp¬m

topolojik yap¬s¬S ile gösterilsin. Bu durumda, aşa¼g¬daki önermeler denktirler.

(i) (X;S) çarp¬m topolojik uzay¬regülerdir,

(ii) (8k) (k = 1; 2; :::; n) için (Xk; � k) topolojik uzaylar¬regülerdir.

·Ispat: i) ii (8k) (k = 2; :::; n) için ak 2 Xk olsun. Bu durumda,

K = X1 �
nQ
k=2

fakg � X

olup X den indirgenen yap¬s¬yla regüler topolojik uzayd¬r. Di¼ger yandan;

f : X1 �! K = X1 �
nQ
k=2

fakg ; f (x1) = (x1; a2; :::; an)
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fonksiyonu bir homeomor�zm oldu¼gundan (X1; � 1) regülerdir. Benzer şekilde,

(8k) (k = 1; 2; :::; n) için (Xk; � k) topolojik uzaylar¬n¬n da regüler oldu¼gu görülür.

ii) i Herhangi bir x 2 X ve V 2 V(x) alal¬m. Bu durumda,

(8k) (k = 1; 2; :::; n) için 9Uk 2 V(xk) vard¬r öyle ki
nQ
k=1

Uk � V

dir. Hipotezden, (8k) (k = 1; 2; :::; n) için Gk � Uk olacak biçimde 9Gk 2 V(xk)

vard¬r öyle ki Gk 2 Fk d¬r. Buradan

nQ
k=1

Gk �
nQ
k=1

Uk � V

olup
nQ
k=1

Gk 2 V(x) dir. Di¼ger yandan;
nQ
k=1

Gk çarp¬m uzay¬n¬n kapal¬ bir alt

kümesidir.

Tan¬m 1.2.2. (X; �) bir topolojik uzay olsun. E¼ger, X in her noktas¬say¬la-

bilir bir komşuluklar taban¬na sahip ise, (X; �) topolojik uzay¬na birinci say¬labilir

topolojik uzay ad¬verilir. Yani;

8x 2 X : 9B(x) = (Vn)n2N � V(x)

alt kümeler ailesi ve 8V 2 V(x) için Vn � V olacak biçimde 9n 2 N var ise, X

birinci say¬labilir topolojik uzayd¬r.

Örnek 1.2.4. (R;U) birinci tip say¬labilir topolojik uzayd¬r.

Önerme 1.2.2. (X; �) birinci tip say¬labilir topolojik uzay, A � X ve a 2 A

2



olsun. E¼ger; a noktas¬A kümesinin bir y¬¼g¬lma noktas¬ ise, terimleri A � fag

kümesinde olan ve x noktas¬na yak¬nsayan bir (xn)n2N dizisi vard¬r.

Tan¬m 1.2.3. (X; �) bir Hausdor¤uzay¬olsun. E¼ger; X in say¬labilir her aç¬k

örtüsünün sonlu elemanl¬bir alt ailesi de X uzay¬n¬örtüyor ise, (X; �) topolojik

uzay¬na say¬labilir kompaktt¬r denir.

Say¬labilir kompaktl¬k topolojik bir özelliktir. Say¬labilir kompakt bir uzay¬n

kapal¬her alt uzay¬da say¬labilir kompaktt¬r.

Teorem 1.2.7. (X; �) birinci say¬labilir ve say¬labilir kompakt bir topolojik

uzay ise, (X; �) regülerdir.

·Ispat: x 2 X olsun ve herhangi bir V 2 V(x) alal¬m. Bu durumda, x 2 U � V

olacak biçimde 9U 2 � vard¬r. X birinci tip say¬labilir topolojik uzay oldu¼gundan;

9B(x) = (Gn)n2N � V(x)

say¬labilir komşuluklar taban¬vard¬r. Buradan

V1 = G1

V2 = G1 \G2 � V1

V3 = G1 \G2 \G3 � V2

:::

Vn = G1 \G2 \ ::: \Gn � Vn�1
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olarak tan¬mlans¬n, bu şekilde devam edilerek, x noktas¬n¬n say¬labilir azalan bir

komşuluklar taban¬elde edilir. X Hausdor¤ uzay¬oldu¼gundan; fxg =
\
n2N

Vn d¬r.

O halde;

X = U [
 [
n2N

�
X � Vn

�!
=
[
n2N

�
U [

�
X � Vn

��
olur ve X say¬labilir kompakt oldu¼gundan;

X =

p[
k=1

�
U [

�
X � Vn

��
d¬r. Buradan  

n\
k=1

Vnk

!
\ (X � U) = ;

elde edilir. O halde,
n\
k=1

Vnk � U � V

olacak biçimde x noktas¬n¬n kapal¬bir komşulu¼gunun varl¬¼g¬görülür. O halde,

(X; �) topolojik uzay¬regülerdir.
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